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アルキメデスの原理と典型的な数列の極限との関係を纏めて置こう。「数の構成」の所
で次の定理に就いて述べた：

定理１（順序体のアルキメデス性）順序体Kに対し次は同値である：

(1) 任意の k ∈ K>0に対しN ∈ Nが存在しN > kを満たす。

(2) 任意のm,n ∈ K>0に対しN ∈ Nが存在しNm > nを満たす。

(3) 点列 {1/n}は 0 ∈ Kに収束する： lim
n→∞

1/n = 0

(4) QはKに於いて稠密である。

ここではKを実数体Rとして、加減乗除及び冪根に依る代数的演算の枠組で、初等的な
不等式のみを用いて、典型的な数列の極限によりアルキメデスの原理の特徴付けを与え
よう。但し、加法・乗法と極限との可換性および極限の順序保存性は自由に用いるものと
する。

定理２　次の命題は同値である。

(1) lim
n→∞

1/n = 0

(2) 0 < r < 1なる任意の実数 rに対し lim
n→∞

rn = 0

(3) a > 0なる任意の実数 aに対し lim
n→∞

a1/n = 1

(4) 0 < r < 1なる任意の実数 rに対し　
∞∑
n=0

rn =
1

1− r

（証明）証明には次の不等式を用いる：

n ≥ 1なる整数 n及び x > −1なる実数 xに対し

(1 + x)n ≥ 1 + nx (∗)n
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念の為に証明を与えよう。nに関する帰納法を用いる。n = 1の場合は (∗)1は等式とし
て成立つ。n ≥ 1として (∗)n が任意の x > −1に対して成立つと仮定する。このとき
(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x より
(∗)n+1を得る。
以上で帰納法が完結する。

(1) ⇒ (2) : x = 1/r − 1 > 0に対し (∗)nを用いて

0 ≤ rn =
1

(1/r)n
=

1

(1 + (1/r − 1))n

≤ 1

1 + (1/r − 1)n
≤ r

1− r

1

n

を得るので (1)より (2)が従う。

(2) ⇒ (1) : n ≥ 1なる任意の整数 nに対しm ≥ 1なる整数が唯一つ存在して
2m > n ≥ 2m−1が成立つ。この関係により、n → ∞なるときm → ∞となる事と不等式
1/n ≤ 2(1/2)mが従う。r = 1/2に対して (2)を用いて (1)を得る。

(1) ⇒ (3) : a ≥ 1ならば a1/n ≥ 1であり x = a1/n − 1 ≥ 0に対し (∗)nを用いて

0 ≤ a1/n − 1 =
1

n
· n(a1/n − 1)

≤ 1

n
((a1/n − 1) + 1)n =

a

n

を得るので (1)より (3)が従う。0 < a ≤ 1ならば 0 < a1/n ≤ 1でありx = (1/a)1/n−1 ≥ 0

に対し (∗)nを用いて

0 ≤ 1− a1/n = ((1/a)1/n − 1)a1/n

≤ (1/a)1/n − 1 =
1

n
· n((1/a)1/n − 1)

≤ 1

n

(
((1/a)1/n − 1) + 1

)n
=

1

an

を得るので (1)より (3)が従う。

(3) ⇒ (1) :任意の n ≥ 2に対し不等式

1/n ≤ 1− (1/4)1/n

を示せば充分である。これは
1/4 ≤ (1− 1/n)n

と同値でありn = 2の場合は等式として成立つのでan ≡ (1−1/n)nの成す数列{an;n ≥ 2}
が単調増加である事を示せば充分である。これは x = 1/(n2 − 1)に対し (∗)nを用いて得

2



られる不等式

an+1

an
=

(
1− 1

n+ 1

)n+1 / (
1− 1

n

)n

=

(
n

n+ 1

)n+1(
n

n− 1

)n

=
n

n+ 1

(
n2

(n+ 1)(n− 1)

)n

=
n

n+ 1

(
1 +

1

n2 − 1

)n

≥ n

n+ 1

(
1 +

n

n2 − 1

)
=

n(n2 + n− 1)

(n+ 1)(n2 − 1)
=

n3 + n2 − n

n3 + n2 − n− 1
> 1

より従う。

(2) ⇒ (4) :等式　
n∑

j=0

rj =
1− rn+1

1− r
　より従う。

(4) ⇒ (2) :等式　 rn =
n∑

j=0

rj −
n−1∑
j=0

rj　より従う。
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