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“Don’t come near me. I’ve got a singular style,” Eurythmics

　真性特異点の除外近傍で定義された正則函数は、その真性特異点に於いて極限が確定し
ない為、連続拡張を持たない。一方、コーシー・リーマンの方程式は、二つの実二変数函
数の偏導函数によって記述され、座標に依存した形を取る。ここでは、真性特異点に於い
てもコーシー・リーマンの方程式が成立するような不連続拡張をもつ正則函数の例を与え
よう。

原点を真性特異点とするC \ {0}上の正則函数として

f(z) = exp

(
− 1

zn

)
を考える。ここに nは正の整数とする。n = 1, z 7→ −zとした exp(1/z)が良く取り上げら
れるものであるが、ここでは正の実軸R>0 = (0,∞)から原点 0 ∈ Rへの連続拡張を意識
した符号を取っている。任意の c ∈ C \ {0}に対し、その偏角 θを一つ取り a = log |c|+ iθ

と置くと

f(z) = c ⇔ exp

(
− 1

zn

)
= ea

⇔ a+
1

zn
∈ 2πiZ

⇔ ∃j ∈ Z : zn =
1

2πij − a

となる。そこで充分大きな j ∈ Z>0に対し 1/(2πij − a)の n乗根を一つ選んで zj とする
と zj ̸= 0及び f(zj) = cを満たし

|2πij − a|2 = (2πj − θ)2 + (log |c|)2 ≥ (2πj − θ)2 → ∞(j → ∞)

であるから |zj| ≤ |2πj − θ|−1/n → 0(j → ∞) となる。従って、原点の任意の除外近傍
B(0, ε) \ {0} = {z ∈ C; 0 < |z| < ε}にも f(z) = c ∈ C \ {0}なる zが無限個存在する。更
に函数 fは 0を値として取らない。即ち 0がこの函数 f に対するピカールの定理に於ける
除外値である。

原点での不連続性だけなら次の様に直接示す事も出来る：

f(reiπ/n) = exp

(
− 1

(reiπ/n)n

)
= exp

(
1

rn

)
→ ∞(r → 0)

f(r) = exp

(
− 1

rn

)
→ 0(r → 0)
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さて、f は正則函数の合成函数

C \ {0} −→ C exp−−→ C

∈ ∈ ∈

z 7−→ − 1

zn
7−→ exp

(
− 1

zn

)

として C \ {0}上正則である。これより f の実部 uと虚部 v は z = x + iy なる二変数
(x, y) ∈ R2の実函数としてコーシー・リーマンの方程式

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

をR2 \ {(0, 0)}で満たす。

そこで u(0, 0)及び v(0, 0)を定義することにより、原点 (0, 0)でもコーシー・リーマンの
方程式が成立つように出来るか？と云う問題を考える。原点に於ける偏微分係数の極限に
依る定義には u(h, 0), u(0, k), v(h, 0), v(0, k)なる形の値のみ現れる。さて

f(h, 0) = exp

(
− 1

hn

)
であるから

u(h, 0) = exp

(
− 1

hn

)
, v(h, 0) = 0

となる。そこで nが偶数なら u(0, 0) = 0と置けば h 7→ u(h, 0)は 0で連続に拡張され
る。一方 nが奇数なら h 7→ u(h, 0)は 0で連続拡張を持たない。また v(0, 0) = 0と置けば
h 7→ v(h, 0)は連続に拡張される。また p ∈ Z≥0として

f(0, k) = exp

(
− 1

(ik)n

)

=



exp

(
− 1

kn

)
, n = 4p

exp

(
i

kn

)
= cos

(
1

kn

)
+ i sin

(
1

kn

)
, n = 4p+ 1

exp

(
1

kn

)
, n = 4p+ 2

exp

(
− i

kn

)
= cos

(
1

kn

)
− i sin

(
1

kn

)
, n = 4p+ 3
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となり

u(0, k) = exp

(
− 1

kn

)
, v(0, k) = 0, n = 4p

u(0, k) = cos

(
1

kn

)
, v(0, k) = sin

(
1

kn

)
, n = 4p+ 1

u(0, k) = exp

(
1

kn

)
, v(0, k) = 0, n = 4p+ 2

u(0, k) = cos

(
1

kn

)
, v(0, k) = − sin

(
1

kn

)
, n = 4p+ 3

が従う。そこで n = 4pなら u(0, 0) = 0, v(0, 0) = 0と置けば k 7→ u(0, k)及び k 7→ v(0, k)

は 0で連続に拡張されるが、それ以外の場合は連続拡張を持たない。

以上より n = 4p, p ∈ Z>0の場合に限り u(0, 0), v(0, 0) = 0と置く事により h 7→ u(h, 0)

は連続に拡張され、任意の k ∈ Rに対し v(0, k) = 0が成立つ。この時

∂u

∂x
(0, 0) = lim

h→0
h̸=0

u(h, 0)− u(0, 0)

h
= lim

h→0
h̸=0

1

h
exp

(
− 1

hn

)
= 0,

∂u

∂y
(0, 0) = lim

k→0
k ̸=0

u(0, k)− u(0, 0)

k
= lim

k→0
k ̸=0

1

k
exp

(
− 1

kn

)
= 0,

∂v

∂x
(0, 0) =

∂v

∂y
(0, 0) = 0

となるので、原点 (0, 0)に於いてコーシー・リーマンの方程式が成立つ事となる。

以上の事を命題の形に纏めて置こう。

命題　 nを正の整数とし函数 f : C → Cを

f(z) =

 exp

(
− 1

zn

)
, z ∈ C \ {0},

0, z = 0

で定義し、その実部と虚部を夫々u, v : R2 → Rとする。このとき次は同値である。

(1) uと vはコーシー・リーマンの方程式をR2全体で満たす。
(2) nは 4の倍数である。
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