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一変数複素函数論に於けるコーシーの積分定理の直接的な証明を纏めて置こう。以下では
複素平面Cの空でない開集合Dを一つ固定して考える。D上で定義された函数 f : D → C
が z0 ∈ Dで複素微分可能であるとは f ′(z0) ∈ Cが存在すると共に z0 + h ∈ Dなる任意の
h ∈ Cに対しRf (z0;h) ∈ Cが存在し

f(z0 + h)− f(z0)− f ′(z0)h = Rf (z0;h)h,

lim
h→0

z0+h∈D

Rf (z0;h) = Rf (z0; 0) = 0

が成立つ事と定義する。D上の各点で複素微分可能な函数をD上の正則函数と謂う。D

上の正則函数全体の成す環をO(D)と表す。D内のホモトピーとは写像H : I × I → Cで
H(I×I) ⊂ Dなるものとする。ここに I ⊂ Rは 0と 1を端点とする有界閉区間 I = [0, 1]と
する。標準二方体 I2 = I × I ≡ I(0)の境界 ∂I2 = ∂I(0)を次で定義される曲線 γ(0) : I → C
で媒介変数表示する：

γ(0)(t) =


γ01(t) = (4t, 0), t ∈ I1 = [0, 1/4]

γ02(t) = (1, 4t− 1), t ∈ I2 = [1/4, 1/2]

γ03(t) = (3− 4t, 1), t ∈ I3 = [1/2, 3/4]

γ04(t) = (0, 4− 4t), t ∈ I4 = [3/4, 1]

特に γ(0)は
γ(0) = γ01 ∨ γ02 ∨ γ03 ∨ γ04

と 4つの曲線の接続として表されている。

1. C1級ホモトピー類に関して不変なコーシーの積分定理

初めにホモトピー同値な形のコーシーの積分定理をグルサの論法で証明しよう。

定理１ (C1級ホモトピー類上不変なコーシーの積分定理)　
D内の任意のC1級ホモトピーH : I × I → C及び任意の f ∈ O(D)に対し∫

H◦γ(0)

f = 0

(証明)　 I(0) ≡ I × I を 4つの正方形 I1 = [0, 1/2] × [0, 1/2], I2 = [1/2, 1] × [0, 1/2], I3 =

[1/2, 1]× [1/2, 1], I4 = [0, 1/2]× [1/2, 1]に分け夫々の境界 ∂Ijを曲線 γjで表示する。この
とき γ(0)は 4つの曲線 γ1, γ2, γ3, γ4の和で表される：γ(0) = γ1 + γ2 + γ3 + γ4
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具体的には γj = γj1 ∨ γj2 ∨ γj3 ∨ γj4,

γ1(t) =


γ11(t) = (2t, 0), t ∈ I1
γ12(t) = (1/2, 2t− 1/2), t ∈ I2
γ13(t) = (3/2− 2t, 1/2), t ∈ I3
γ14(t) = (0, 2− 2t), t ∈ I4

γ2(t) =


γ21(t) = (2t+ 1/2, 0), t ∈ I1
γ22(t) = (1, 2t− 1/2), t ∈ I2
γ23(t) = (2− 2t, 1/2), t ∈ I3
γ24(t) = (1/2, 2− 2t), t ∈ I4

γ3(t) =


γ31(t) = (2t+ 1/2, 1/2), t ∈ I1
γ32(t) = (1, 2t), t ∈ I2
γ33(t) = (2− 2t, 1), t ∈ I3
γ34(t) = (1/2, 5/2− 2t), t ∈ I4

γ4(t) =


γ41(t) = (2t, 1/2), t ∈ I1
γ42(t) = (1/2, 2t), t ∈ I2
γ43(t) = (3/2− 2t, 1), t ∈ I3
γ44(t) = (0, 5/2− 2t), t ∈ I4

と定義されるものとする。さて

γ12(I2) = γ24(I4), γ13(I3) = γ41(I1), γ23(I3) = γ31(I1), γ34(I4) = γ42(I2)

であり夫々の等式の右辺と左辺に現れる曲線の向きは互いに逆である事に注意する。また
可積分函数 g : I × I → Cに対し、等式∫

γ12

g =

∫
I2

g(γ12(t)) · γ′
12(t)dt =

∫ 1/2

1/4

g(1/2, 2t− 1/2) · 2dt

= 2

∫ 3/4

1

g(1/2, 2− 2s)(−ds) = −
∫ 1

3/4

g(1/2, 2− 2t) · (−2)dt

= −
∫
I4

g(γ24(t)) · γ′
24(t)dt = −

∫
γ24

g,∫
γ13

g =

∫
I3

g(γ13(t)) · γ′
13(t)dt =

∫ 3/4

1/2

g(3/2− 2t, 1/2) · (−2)dt

= − 2

∫ 0

1/2

g(2s, 1/2)(−ds) = −
∫ 1/2

0

g(2t, 1/2) · 2dt

= −
∫
I1

g(γ41(t)) · γ′
41(t)dt = −

∫
γ41

g,
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∫
γ23

g =

∫
I3

g(γ23(t)) · γ′
23(t)dt =

∫ 3/4

1/2

g(2− 2t, 1/2) · (−2)dt

= − 2

∫ 0

1/4

g(2s+ 1/2, 1/2)(−ds) = −
∫ 1/4

0

g(2t+ 1/2, 1/2) · 2dt

= −
∫
I1

g(γ31(t)) · γ′
31(t)dt = −

∫
γ31

g,∫
γ34

g =

∫
I4

g(γ34(t)) · γ′
34(t)dt =

∫ 1

3/4

g(1/2, 5/2− 2t) · (−2)dt

= − 2

∫ 1/4

1/2

g(1/2, 2s) · (−ds) = −
∫ 1/2

1/4

g(1/2, 2t) · 2dt

= −
∫
I2

g(γ42(t)) · γ′
42(t)dt = −

∫
γ42

g,

が成立つ事を後で用いる。
さてD内の曲線H ◦ γ(0) : I → Cは区分的にC1級であり∫

H◦γ(0)

f =
4∑

j=1

∫
Ij

f((H ◦ γ(0))(t))(H ◦ γ(0))′(t)dt

=
4∑

j=1

∫
Ij

f(H(γ(0)(t)))H ′(γ(0)(t))γ(0)′(t)dt

=
4∑

j=1

∫
Ij

f(H(γ0j(t)))H
′(γ0j(t))γ

′
0j(t)dt

となる。簡単の為 g = (f ◦H) ·H ′ : I(0) → Cと置く。この時∫
H◦γ(0)

f =
4∑

j=1

∫
Ij

g(γ0j(t))γ
′
0j(t)dt

=

∫
I1

g(γ11(t))γ
′
11(t)dt+

∫
I1

g(γ21(t))γ
′
21(t)dt

+

∫
I2

g(γ22(t))γ
′
22(t)dt+

∫
I2

g(γ32(t))γ
′
32(t)dt

+

∫
I3

g(γ33(t))γ
′
33(t)dt+

∫
I3

g(γ43(t))γ
′
43(t)dt

+

∫
I4

g(γ44(t))γ
′
44(t)dt+

∫
I4

g(γ14(t))γ
′
14(t)dt
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=

(∫
γ11

g +

∫
γ21

g

)
+

(∫
γ22

g +

∫
γ32

g

)
+

(∫
γ33

g +

∫
γ43

g

)
+

(∫
γ44

g +

∫
γ14

g

)

=

(∫
γ11

g +

∫
γ21

g

)
+

(∫
γ22

g +

∫
γ32

g

)
+

(∫
γ33

g +

∫
γ43

g

)
+

(∫
γ44

g +

∫
γ14

g

)

+

(∫
γ12

g +

∫
γ24

g

)
+

(∫
γ13

g +

∫
γ41

g

)
+

(∫
γ23

g +

∫
γ31

g

)
+

(∫
γ34

g +

∫
γ42

g

)

=

(∫
γ11

+

∫
γ12

+

∫
γ13

+

∫
γ14

)
g +

(∫
γ21

+

∫
γ22

+

∫
γ23

+

∫
γ24

)
g

+

(∫
γ31

+

∫
γ32

+

∫
γ33

+

∫
γ34

)
g +

(∫
γ41

+

∫
γ42

+

∫
γ43

+

∫
γ44

)
g

=
4∑

k=1

∫
γk

g =
4∑

k=1

∫
H◦γk

f

これより

max
1≤k≤4

|
∫
H◦γk

f |

を与える kを一つ取り (γk, Ik)を (γ(1), I(1))と表す事にする。この時

|
∫
H◦γ(0)

f | ≤ 4 |
∫
H◦γ(1)

f |,

diamI(1) = 2−1diamI(0), L(γ(1)) = 2−1L(γ(0)), γ(1) = ∂I(1)

が成立つ。ここに L(γ)は曲線 γの長さとする。これを繰り返して任意の nに対し

I(n) ⊂ I(n−1) ⊂ · · · ⊂ I(1) ⊂ I(0), γ(n) = ∂I(n),

diamI(n) = 2−ndiamI(0), L(γ(n)) = 2−nL(γ(0))

|
∫
H◦γ(0)

f | ≤ 4n |
∫
H◦γ(n)

f |

なる正方形 I(n)が存在する事が分かる。従って

{ξ} =
∩
n≥1

I(n)

なる ξ ∈ I(0)が唯一つ存在する。さて∫
I

(H ◦ γ(n))′(t)dt = [(H ◦ γ(n))(t)]10 = H(γ(n)(1))−H(γ(n)(0)) = 0,
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∫
I

(H ◦ γ(n))(t)(H ◦ γ(n))′(t)dt =

[
1

2
((H ◦ γ(n))(t))2

]1
0

=
1

2
((H(γ(n)(1)))2 − (H(γ(n)(0)))2) = 0

となるので、等式 ∫
H◦γ(n)

f =

∫
I

f((H ◦ γ(n))(t))(H ◦ γ(n))′(t)dt

=

∫
I

(f(H(γ(n)(t)))− f(H(ξ))− f ′(H(ξ))(H(γ(n)(t))−H(ξ)))(H ◦ γ(n))′(t)dt′

=

∫
I

Rf (H(ξ);H(γ(n)(t))−H(ξ)) · (H(γ(n)(t))−H(ξ))(H ◦ γ(n))′(t)dt

が従う。任意の t ∈ Iに対し次の評価が成立つ：

| γ(n)(t)− ξ | ≤ diamI(n) = 2−ndiamI(0),

| H(γ(n)(t))−H(ξ) | ≤ sup
ξ∈I(0)

|H ′(ζ)|· | γ(n)(t)− ξ |

= ||H ′||∞· | γ(n)(t)− ξ |
≤ 2−n||H ′||∞diamI(0),

| (H ◦ γ(n))′(t) | = |H ′(γ(n)(t))| · |γ(n)′(t)|

≤ ||H ′||∞|γ(n)′(t)|

また ∫
I

| γ(n)′(t) | dt = L(γ(n)) = 2−nL(γ(0))

となるから
M = ||H ′||2∞diamI(0) · L(γ(0))

と置くと

|
∫
H◦γ(n)

f | ≤ sup
|h|≤2−ndiamI(0)

H(ξ)+h∈D

| Rf (H(ξ);h) | · 2−n||H ′||2∞diamI(0) ·
∫
I

| γ(n)′(t) | dt

= M4−n sup
|h|≤2−ndiamI(0)

H(ξ)+h∈D

| Rf (H(ξ);h) |

を得る。これより不等式

|
∫
H◦γ(0)

f | ≤ M sup
|h|≤2−ndiamI(0)

H(ξ)+h∈D

| Rf (H(ξ);h) |

が従う。右辺は n → ∞とすれば 0に収束する。

系１　始点と終点とを共有する二つのC1級曲線 γ0, γ1はD内でC1級ホモトープである
とすると任意の f ∈ O(D)に対し ∫

γ0

f =

∫
γ1

f
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(証明)　仮定によりC1級ホモトピーH : I × I → Cが存在して
H(0, t) = γ0(t), H(1, t) = γ1(t), t ∈ I

H(s, 0) = γ0(0) = γ1(0) ≡ α, s ∈ I

H(s, 1) = γ0(1) = γ1(1) ≡ β, s ∈ I

を満たす。このとき

(H ◦ γ(0))(t) =


α, t ∈ I1
γ0(4t− 1), t ∈ I2
β, t ∈ I3
γ1(4− 4t), t ∈ I4

であり定理１によって ∫
H◦γ(0)

f = 0

となる。これより

0 =

∫
I2

f(γ0(4t− 1)) · 4γ′
0(4t− 1)dt+

∫
I4

f(γ1(4− 4t)) · (−4)γ′
1(4− 4t)dt

=

∫
I

f(γ0(t))γ
′
0(t)dt−

∫
I

f(γ1(t))γ
′
1(t)dt =

∫
γ0

f −
∫
γ1

f

を得る。

系２　二つのC1級閉曲線γ0, γ1はD内でC1級ホモトープであるとすると任意のf ∈ O(D)

に対し ∫
γ0

f =

∫
γ1

f

(証明)　仮定により γ0(0) = γ0(1), γ1(0) = γ1(1)であり C1級ホモトピーH : I × I → C
が存在して {

H(0, t) = γ0(t), H(1, t) = γ1(t), t ∈ I

H(s, 0) = H(s, 1), s ∈ I

を満たす。このとき

(H ◦ γ(0))(t) =


H(4t, 0), t ∈ I1
γ0(4t− 1), t ∈ I2
H(3− 4t, 1), t ∈ I3
γ1(4− 4t), t ∈ I4

であり定理１によって ∫
H◦γ(0)

f = 0

となる。このとき∫
I1

f(H(4t)) · 4H ′(4t)dt+

∫
I3

f(H(3− 4t)) · (−4)H ′(3− 4t)dt

=

∫ 1

0

f(H(t))H ′(t)dt+

∫ 0

1

f(H(s))H ′(s)ds = 0
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であるので系１の証明と同様

0 =

∫
γ1

f −
∫
γ2

f

を得る。

系３　D内のC1級閉曲線 γは一点にホモトープであるとすると任意の f ∈ O(D)に対し∫
γ

f = 0

2. 有界変動ホモトピー類に関して不変なコーシーの積分定理

ホモトピーの滑らかさに関する条件を弱めた形のコーシーの積分定理を示そう。

定理２ (有界変動ホモトピー類上不変なコーシーの積分定理)

D内の連続写像H : I×I −→ Cは境界∂(I×I)上有界変動であるとすると任意のf ∈ O(D)

に対し ∫
H◦γ(0)

f = 0

(証明)　定理１の証明は、H が I(0)内の各横軸 (I × {k/2n}, 0 ≤ k ≤ 2n, n ≥ 1) 及び各
縦軸 ({k/2n} × I, 0 ≤ k ≤ 2n, n ≥ 1)で区分的に C1級であり全ての偏導函数が有界で
||H ′||∞で抑えられる場合や、Hが I(0)上で一様にリプシッツ連続である場合 (I(0)上殆ど
至る所微分可能であるので）そのまま成立する。
H(I(0))はコンパクトであり閉集合Dcと共通部分を持たないのでそれらの距離

ρ ≡ dist(H(I(0)), Dc)は正 (ρ > 0)であり

Kρ ≡ {z ∈ D; dist({z}, H(I(0))) ≤ ρ/2}

はH(I(0)) ⊂ Kρ ⊂ Dなるコンパクト集合である。連続写像H : I × I → Cは ∂(I × I)上
有界変動であるからH ◦ γ(0) : I → Cは有界変動であり、その長さ L(H ◦ γ(0))は有限で
ある。任意に ε > 0を与える。f はKρ上一様連続である。δ > 0及び Iの分割

∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1

が存在し |z − z′| ≤ δなる任意の z, z′ ∈ Kρに対し

| f(z)− f(z′) | ≤ ε/(2L(H ◦ γ(0))),

((s− s′)2 + (t− t′)2)1/2 ≤ δなる任意の (s, t), (s′, t′) ∈ I × Iに対し

|H(s, t)−H(s′, t′)| ≤ ρ/2,

|∆| = max
1≤j≤n

(tj − tj−1) ≤ δ/4
√
2,
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|
∫
H◦γ(0)

f −
n∑

j=1

f(H(γ(0)(tj)))(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1))) | ≤ ε/2

が成立つ。このとき {γ(0)(tj)} は原点から出発して I(0) の境界を正の向きに一周する。
γ(0)(tj) ∈ ∂I(0) が頂点にない場合は属す辺と垂直な直線を考えると ∂I(0) との共有点が
向かい合う辺に唯一つ存在する。こうした全ての点と頂点を考え、対応する分点を新たに
追加する事により Iの分割∆は

∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn1 = 1/4 < tn1+1 < · · · < tn2 = 1/2 < tn2+1 < · · ·
· · · < tn3 = 3/4 < tn3+1 < · · · < tn = 1,

tj =


1/4 + tj−n1 , j = n1 + 1, · · · , n2

1/2 + tj−n2 , j = n2 + 1, · · · , n3

3/4 + tj−n3 , j = n3 + 1, · · · , n

として良い事が分かる。1 ≤ j, k ≤ n1に対し長方形Qjkを

Qjk = [4tj−1, 4tj]× [4tk−1, 4tk]

と定義すると

I(0) =
∪

1≤j,k≤n1

Qjk, IntQjk ∩ IntQiℓ = ∅ ((j, k) ̸= (i, ℓ))

が成立つ。H∆ : I(0) → CをQjk上で θ, η ∈ [0, 1]に対し

H∆((1− θ) · 4tj−1 + θ · 4tj, (1− η) · 4tk−1 + η · 4tk)
= (1− θ)(1− η)H(4tj−1, 4tk−1) + (1− θ)ηH(4tj−1, 4tk)

+ θ(1− η)H(4tj, 4tk−1) + θηH(4tj, 4tk)

と定義する。これは (s, t) ∈ Qjkに対し

H∆(s, t) =
4tj − s

4(tj − tj−1)
· 4tk − t

4(tk − tk−1)
H(4tj−1, 4tk−1)

+
4tj − s

4(tj − tj−1)
· t− 4tk−1

4(tk − tk−1)
H(4tj−1, 4tk)

+
s− 4tj−1

4(tj − tj−1)
· 4tk − t

4(tk − tk−1)
H(4tj, 4tk−1)

+
s− 4tj−1

4(tj − tj−1)
· t− 4tk−1

4(tk − tk−1)
H(4tj, 4tk)

と定義する事と同値である。
H∆(I

(0)) ⊂ KρよりH∆(I
(0)) ⊂ Dとなる。以上よりH

(0)
∆ はD内のリプシッツ連続ホモ

トピーで有限個の点を除いてC1級である事が分かり∫
H∆◦γ(0)

f = 0
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が従う。
H∆ ◦ γ(0)の具体的表示を求める為に (s, t) ∈ ∂(I × I)での値を調べよう。任意の t ∈ I

に対し (t, 0) ∈ Qj1なる jを取ると定義より

H∆(t, 0) =
4tj − t

4(tj − tj−1)
H(4tj−1, 0) +

t− 4tj−1

4(tj − tj−1)
H(4tj, 0)

= H(γ(0)(tj−1)) +
t− 4tj−1

4(tj − tj−1)
(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1)))

が従う。(1, t) ∈ Qn1k, 1 ≤ k ≤ n1 なる k に対して n1 + 1 ≤ j ≤ nz なる j が在って
t ∈ [4tj−1 − 1, 4tj − 1]となるので 4tk = 4tj − 1, 4tk−1 = 4tj−1−1,

H∆(1, t) =
4tk − t

4(tk − tk−1)
H(1, 4tk−1) +

t− 4tk−1

4(tk − tk−1)
H(1, 4tk)

=
4tj−1 − 1− t

4(tj − tj−1)
H(1, 4tj−1 − 1) +

t+ 1− 4tj−1

4(tj − tj−1)
H(1, 4tj − 1)

= H(γ(0)(tj−1)) +
t+ 1− 4tj−1

4(tj − tj−1)
(H(γ(0)(tj))−H(0)(γ(0)(tj−1)))

が従う。(t, 1) ∈ Qkn1 , 1 ≤ k ≤ n1 なる k に対して n2 + 1 ≤ j ≤ n3 なる j が在って
t ∈ [3− 4tj, 3− 4tj−1]となるので 4tk = 3− 4tj−1, 4tk−1 = 3− 4tj,

H∆(t, 1) =
4tk − t

4(tk − tk−1)
H(4tk−1, 1) +

t− 4tk−1

4(tk − tk−1)
H(4tk, 1)

=
3− 4tj−1 − t

−4(tj − tj−1)
H(3− 4tj,−1) +

t− 3 + 4tj
−4(tj − tj−1)

H(3− 4tj−1, 1)

= H(γ(0)(tj−1)) +
3− t− 4tj−1

4(tj − tj−1)
(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1)))

が従う。(0, t) ∈ Q1k, 1 ≤ k ≤ n1 なる k に対して n3 + 1 ≤ j ≤ nなる j が在って
t ∈ [4− 4tj, 4− 4tj−1]となるので 4tk = 4− 4tj−1, 4tk−1 = 4− 4tj,

H∆(0, t) =
4tk − t

4(tk − tk−1)
H(0, 4tk−1) +

t− 4tk−1

4(tk − tk−1)
H(0, 4tk)

=
4− 4tj−1 − t

−4(tj − tj−1)
H(0, 4− 4tj) +

t− 4 + 4tj
−4(tj − tj−1)

H(0, 4− 4tj−1)

= H(γ(0)(tj−1)) +
4− t− 4tj−1

4(tj − tj−1)
(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1)))

が従う。これより t ∈ [tj−1, tj], j = 1, · · · , nに対し

(H∆ ◦ γ(0))′(t) =
1

tj − tj−1

(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1)))
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が成立つ。以上より

|
∫
H◦γ(0)

f |

= |
∫
H◦γ(0)

f −
∫
H∆◦γ(0)

f |

= |
∫
H◦γ(0)

f −
n∑

j=1

∫ tj

tj−1

f((H∆ ◦ γ(0))(t))(H∆ ◦ γ(0))′(t)dt |

= |
∫
H◦γ(0)

f −
n∑

j=1

1

tj − tj−1

∫ tj

tj−1

f(H∆(γ
(0)(t)))dt(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1))) |

≤ |
∫
H◦γ(0)

f −
n∑

j=1

f(H(γ(0)(tj)))(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1))) |

+ |
n∑

j=1

1

tj − tj−1

∫ tj

tj−1

f(H(γ(0)(tj)))− f(H∆(γ
(0)(t))))dt(H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1))) |

≤ ε

2
+ sup{|f(H(γ(0)(s)))− f(H∆(γ

(0)(t)))|; s, t ∈ I, |s− t| ≤ |∆|}

·
n∑

j=1

| H(γ(0)(tj))−H(γ(0)(tj−1)) |

≤ ε

2
+ sup{| f(z)− f(z′) |; z, z′ ∈ Kρ, |z − z′| ≤ δ} · L(H ◦ γ(0))

≤ ε

2
+

ε

2
= ε

を得る。ε > 0は任意であったから定理２が従う。

系１　始点と終点とを共有する二つの有界変動曲線 γ0, γ1はD内で連続ホモトープであ
るとすると任意の f ∈ O(D)に対し ∫

γ0

f =

∫
γ1

f

(証明)　定理１の系１の証明に沿って考える。γ0と γ1は有界変動なので積分はリーマン
和で近似して議論すれば良い。

系２　二つの有界変動閉曲線 γ0, γ1はD内で連続ホモトープであるとすると任意の
f ∈ O(D)に対し ∫

γ0

f =

∫
γ1

f

(証明)　定理１の系２の証明に沿って考える。I ∋ s 7→ H(s, 1) ∈ Cは有界変動とは限ら
ないので定理２の証明の議論に用いた折線近似を行う。対応する二つの積分は打消し合っ
て 0となる。
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系３　D内の有界変動閉曲線 γは一点にホモトープであるとすると任意の f ∈ O(D)に
対し ∫

γ

f = 0

3. 有界変動ホモロジー類に関して不変なコーシーの積分定理

有界変動閉曲線上のコーシーの積分定理をホモトピー同値な形からホモロジー同値な形
に一般化しよう。I = [0, 1]で定義されたD内の有界変動閉曲線全体の成す集合をL (D)

と表そう：

L (D) = {γ : I → C; γ は有界変動でγ(0) = γ(1), γ(I) ⊂ D}

L (D)の整係数形式的一次結合の成す Z加群を Z1(D)と表しその元を一輪体 cycle と謂
う。一輪体 γ =

∑
i∈I

niγi (ni ∈ Z, γi ∈ L (D), ♯I < ∞)上の f ∈ O(D)の積分は

∫
γ

f =
∑
i∈I

ni

∫
γi

f

で定義される。有界変動ホモロジー類上不変なコーシーの積分定理の証明を Dixon, Loeb

に従って述べるのが本節の目的である。その為に幾つかの命題を準備しよう。

命題１　任意のγ ∈ L (D), z ∈ γ(I)に対しσ ∈ L (D)及び ε > 0が存在しB(z; ε)∩σ(I) =
∅ 且つ任意の f ∈ O(D)に対し ∫

γ

f =

∫
σ

f

を満たす。

(証明)　 γ(I)が一点 zのみから成る場合 (γ(I) = {z})は ζ ∈ D \ {z}を一つ取り σ(t) =

ζ, t ∈ I,とすれば γ上の積分も σ上の積分も共に 0となり等しい。以下 γ(I) \ {z} ̸= ∅な
る場合を考える。このとき次の二つの場合のどちらか一方が成立している：

(i) γ(0) = γ(1) ̸= z (ii) γ(0) = γ(1) = z

そこで先ず (i)の場合を考えよう。r > 0が在って γ(0) /∈ B(z; r), dist(γ(I), Dc) ≥ r とす
る事が出来る。γ : I → Cの一様連続性により n ∈ Z>0が在って |t− s| < 1/nなる任意の
t, s ∈ Iに対し | γ(t)−γ(s) | < rとなる。非負整数の部分集合K ≡ {k ∈ Z≥0; γ(k/n) ̸= z}
は 0, n ∈ Kなる有限集合である。その要素をm+ 1個 (1 ≤ m ≤ n)として
K = {tj : 0 ≤ j ≤ m},

0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1

と表す事にする。定義により γ(tj) ̸= zである。Ij = [tj−1, tj]を一つ考えた時に次の二つ
の場合のどちらか一方が成立している：

(a)任意の t ∈ Ijに対しγ(t) ̸= z　 (b) τj ∈ Ijが在ってγ(τj) = z
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(a)の場合は σ | Ij = γ | Ijと定義する。(b)の場合は次の二つの内どちらか一方が成立し
ている：

(b1) γ(tj) = γ(tj−1) (b2) γ(tj) ̸= γ(tj−1)

(b1)の場合は σ(t) = γ(tj) = γ(tj−1), t ∈ Ij と置く。(b2)の場合 ζ = γ(tj−1) − z, ζ ′ =

γ(tj)− zと置き ζ = ρeiθ
′
, ζ ′ = ρeiθ

′
(ρ, ρ′ > 0; θ, θ′ ∈ [0, 2π))と極座標表示し次の 5通りに

分類する：

(b2-1) ρ = ρ′, θ < θ′

(b2-2) ρ = ρ′, θ > θ′

(b2-3) ρ ̸= ρ′, θ < θ′

(b2-4) ρ ̸= ρ′, θ = θ′

(b2-5) ρ ̸= ρ′, θ > θ′

このとき σを Ij上次で定義する：

(b2-1) σ(t) = z + ρ exp(i(θ +
t−tj−1

tj−tj−1
(θ′ − θ))), t ∈ Ij

(b2-2) σ(t) = z + ρ exp(i(θ +
t−tj−1

tj−tj−1
(2π + θ′ − θ))), t ∈ Ij

(b2-3) σ(t) = z + ρ exp(i(θ +
2(t−tj−1)

tj−tj−1
(θ′ − θ))), t ∈ [tj−1,

tj+tj−1

2
]

σ(t) = z + ρ+
2t−tj−tj−1

tj−tj−1
(ρ′ − ρ), t ∈ [

tj+tj−1

2
, tj]

(b2-4) σ(t) = z + ρ+
t−tj−1

tj−tj−1
(ρ′ − ρ), t ∈ Ij

(b2-5) σ(t) = z + ρ exp(i(θ +
2(t−tj−1)

tj−tj−1
(2π + θ′ − θ))), t ∈ [tj−1,

tj+tj−1

2
]

σ(t) = z + ρ+
2t−tj−tj−1

tj−tj−1
(ρ′ − ρ), t ∈ [

tj+tj−1

2
, tj]

以上の構成法より σ : I → Cは有界変動で z /∈ σ(I) ⊂ Dを満たし定理２の系１より∫
σ

f =

∫
γ

f

が成立つ。

次に (ii)の場合を考えよう。γ(I) \ {z} ̸= ∅より ζ ∈ γ(I) \ {z}及び t∗ ∈ I が存在し
γ(t∗) = ζを満たす。条件 (ii)より 0 < t∗ < 1が従う。そこで γ̃ : I → Cを

γ̃(t) =

{
γ(t+ t∗), t ∈ [0, 1− t∗]

γ(t+ t∗ − 1), t ∈ [1− t∗, 1]
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と定義すると γ̃ ∈ L (D)は ∫
γ̃

f =

∫
γ

f

及び γ̃(0) = γ̃(1) = γ(t∗) = ζ ̸= zを満たす。よって (i)の場合に帰着される。

命題２　 f ∈ O(D)に対し函数 φ : D ×D → Cを

φ(ζ, z) =

{
(f(ζ)− f(z))/(ζ − z), ζ ̸= z

f ′(ζ), ζ = z

で定める。このとき任意の z ∈ Dに対し函数

φ(·, z) : D ∋ ζ 7→ φ(ζ, z) ∈ C

は正則である。また任意の γ ∈ L (D), z ∈ Dに対し

g(z) =

∫
γ

φ(ζ, z)dζ

と置いて定まる函数
g : D ∋ z 7→ g(z) ∈ C

は正則である。

(証明)　φ(·, z)はDで連続でD \ {z}で正則なので zを含む開円板B(z; r) ⊂ Dで正則で
ある事を示せば良い。これは開円板上での正則函数は解析的である事から従う（その為に
は開円板上でのコーシーの積分公式を用いる）。さて z /∈ γ(I)なら g(z)は

g(z) =

∫
γ

φ(ζ, z)dζ =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(z)

∫
γ

1

ζ − z
dζ

と表され g は D \ γ(I)上で正則である事が分かる。z0 ∈ γ(I)なら命題１を用いると
B(z0 : ε)∩ σ(I) = ∅なる σ ∈ L (D)が存在し任意の z ∈ B(z0; ε)に対しφ(·, z) ∈ O(D)で
あるから ∫

γ

φ(ζ, z)dζ =

∫
σ

φ(ζ, z)dζ

と表す事が出来る。右辺はその函数としてB(z0; ε)上正則であるから gもそうである。従っ
て gはD上正則である。

定理３ (有界変動ホモロジー類上不変なコーシーの積分定理)　
DをCの空でない開集合、γ ∈ Z1(D)はD内で 0にホモロジー同値であるとする：

任意の z ∈ C \Dに対し Indγ(z) = 0

このとき任意の f ∈ O(D)に対しコーシーの積分公式

Indγ(z) · f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ D \ γ(I)
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及びコーシーの積分定理 ∫
γ

f = 0

が成立つ。

（証明）　 f ∈ O(D)に対し函数 φ : D ×D → Cを

φ(ζ, z) =

{
(f(ζ)− f(z))/(ζ − z), ζ ̸= z

f ′(ζ), ζ = z

で定める。このとき任意の z ∈ Dに対し函数

φ(·, z) : D ∋ ζ 7→ φ(ζ, z) ∈ C

は正則であり

g(z) =

∫
γ

φ(ζ, z)dζ

と置いて定まる函数
g : D ∋ z 7→ g(z) ∈ C

は正則である。さて n ∈ Zに対し

En = {z ∈ C \ γ(I) : Indγ(z) = n}

と置くと
C \ γ(I) =

∪
n∈Z

En

となり Indγ : C \ γ(I) → Zは連続であり C \ γ(I)の各連結成分上一定の整数を取る。
C \ γ(I)は非有界連結成分を唯一つ持ち、その上で Indγは 0を取る。従ってE0は非有界
な開集合である。仮定よりC \D ⊂ E0であるからC = D ∪ E0となる。z ∈ E0に対し

h(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

と置く。E0 ⊂ C \ γ(I)であるから h : E → Cは正則である。任意の z ∈ D ∩ E0に対し
Indγ(z) = 0であるから

g(z) =

∫
γ

φ(ζ, z)dζ = h(z)−
∫
γ

f(z)

ζ − z
dζ

= h(z)− f(z) · 2πi Indγ(z) = h(z)

となりD ∩ E0上 g = hが成立つ。そこで

G(z) =

{
g(z), z ∈ D

h(z), z ∈ E0

と置くとGは整函数となる。一方 z ∈ E0, |z| → ∞とすると

G(z) = h(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ → 0
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となるからリウビルの定理よりGは恒等的に 0を取る。従って特に任意の z ∈ Dに対し
g(z) = 0であり任意の z ∈ D \ γ(I)に対し

Indγ(z) · f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

(∫
γ

f(z)

ζ − z
dζ + g(z)

)
=

1

2πi

∫
γ

(
f(z)

ζ − z
+ φ(ζ, z)

)
dζ

=
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ

が成立つ。これより ∫
γ

f =

∫
γ

f(ζ)(ζ − z)

ζ − z
dζ

= 2πi Indγ(z)(f(ζ)(ζ − z) |ζ=z) = 0

を得る。

系１　 γ0, γ1 ∈ Z1(D)はホモロジー同値、即ち任意の z ∈ C \Dに対し

Indγ0(z) = Indγ1(z)

　であるとすると任意の f ∈ O(D)に対し∫
γ0

f =

∫
γ1

f
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