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複素係数の実 n変数多項式 P ( �= 0)を表象とする偏微分作用素 P (−i∂)に対する基本解
の存在定理であるマルグランジュ・エーレンプレイスの定理に関し、その基本解の具体的
構成法及び明示表現を P.Wagnerに従って説明する。

1 問題設定

零でない複素係数の実 n変数多項式を P とする。このときm ∈ Z≥0 及び (aα; |α| ≤
m) ⊂ Cが存在し Pm �= 0且つ任意の ξ ∈ R

nに対し

P (ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α (1)

が成立する。ここに α = (α1, · · · , αn) ∈ (Z≥0)
nは多重指数であり Pmは P の主部

Pm(ξ) =
∑
|α|=m

aαξ
α (2)

である。P に対応する偏微分作用素 P (−i∂)は

P (−i∂) =
∑
|α|≤m

aα(−i∂)α =
∑
|α|≤m

(−i)|α|aα∂α (3)

で定義される。ここに

∂ = ∇ = (∂1, · · · , ∂n), ∂α =
n∏

j=1

∂
αj

j

である。R
n上の分布 distribution E ∈ D ′(Rn)は

P (−i∂)E = δ (4)

を満たすとき P (−i∂)の基本解 fundamental solution であると謂う。ここに δは原点に
於けるディラック分布 Dirac distribution である。m = 0なら a0 �= 0を用いてE =

1

a0
δ

とすれば良いから以下では m ≥ 1として考える。任意の P �= 0 に対し P (−i∂)の基
本解 E ∈ D ′(Rn)が存在すると云うのがマルグランジュ・エーレンプレイスの定理 The

Malgrange-Ehrenpreis Theorem であり、偏微分方程式の線型理論の基本定理の一つとし
て位置付けられている。フーリエ変換が適用可能な設定であれば (4)は

F−1PFE = δ (5)
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と表されるので
PFE = F δ (6)

よりEは形式的には
E = F−1

( 1

P
F δ

)
(7)

で与えられる。F δは定数なのでEは 1

P
の逆フーリエ変換F−1

( 1

P

)
の定数倍で与えら

れる事になる。P は多項式であるから実変数を複素変数に置き換える事によりC
n上の函

数として拡張されC
nに於いて零点を持つ。この零点がR

nに存在する場合、 1

P
はその零

点に於いて意味を失い、F−1
( 1

P

)
の明確な定義が必要となる。少くとも 1

P
（局所的）可

積分性は吟味する必要が有る。R
n上の孤立特異点を避けて意味の有る積分値を計算する

方法の典型例として、コーシーの主値積分、アダマールの有限部分法、虚軸からの境界値
に基づくものが有る。次節では具体例を見て行こう。

2 定係数偏微分作用素の基本解の例

本節では定係数偏微分作用素に対する基本解の具体例を見て行こう。作用素が単射でな
い限り基本解は一意的に定まらない。実際、一つの基本解に作用素の核の任意の元を加え
たものも基本解である。特に、定数項の無い定係数偏微分作用素に対して基本解が一つ
在ったとすると、それに定数を加えたものも基本解となる。また、以下に見る様に、同一
の基本解が複数の具体的表示を持つ場合も存在する。

2.1 一次元に於ける一階及び二階作用素

基礎となるのがディラックのデルタ δとヘビサイド函数Hの関係H ′ = ∂H = δである。
ここに δ ∈ D ′(R)は

δ : C∞
0 (R;C) � ϕ 	−→ δ(ϕ) := ϕ(0) ∈ C

で定義されるものでありH ∈ L∞(R) ⊂ D ′(R)は

H(x) :=

{
1, x ∈ [0,+∞)

0, x ∈ (−∞, 0)

で定義されるものである。δ(ϕ)を 〈δ, ϕ〉と表す事も多い。H に就いては原点に於ける値
が異なる定義も存在する。H ′ = ∂H = δの証明は

−〈H, ∂ϕ〉 = −
∫ +∞

−∞
H(x)∂ϕ(x)dx = −

∫ +∞

0

∂ϕ(x)dx = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

とするのが一般的である。別証として

(H ∗ ϕ)(x) =
∫ +∞

−∞
H(x− y)ϕ(y)dy =

∫ x

−∞
ϕ

を微分して得られる等式

(∂H) ∗ ϕ = ∂(H ∗ ϕ) = (H ∗ ϕ)′ = ϕ
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に於いて ρ ∈ C∞
0 , ρ ≥ 0,

∫ +∞

−∞
ρ = 1なる ρを取り ϕとして ρε(x) =

1

ε
ρ
(x
ε

)
で与えられ

る ρεを選んで ε ↓ 0とする方法もある。同様にして Ȟ(x) := H(−x)で与えられる Ȟは等
式−∂Ȟ = δを満たす事が示される。さて、ζ ∈ Cに対し eζ ∈ C∞(R;C)を

eζ(x) = eζx = exp(ζx), x ∈ R

で定める。同じ記号 eζで掛算作用素

eζ : C
∞
0 (R;C) � ϕ 	−→ eζϕ ∈ C∞

0 (R;C)

及びその双対
eζ : D ′(R) −→ D ′(R)

も表す事にすると、等式
∂ + ζ = e−ζ∂eζ

が成立する。この等式を e−ζH, −e−ζȞ ∈ D ′(R)に施すと

(∂ + ζ)e−ζH = (e−ζ∂eζ)(e−ζH) = e−ζ∂H = e−ζδ = δ,

(∂ + ζ)(−e−ζȞ) = (e−ζ∂eζ)(−e−ζȞ) = e−ζ∂(−Ȟ) = e−ζδ = δ

を得る。従って e−ζH 及び−e−ζȞ は一階の作用素 ∂ + ζ の基本解である。これらを積分
核とする積分作用素は

((e−ζH) ∗ ϕ) (x) =
∫ +∞

−∞
e−ζ(x− y)H(x− y)ϕ(y)dy =

∫ x

−∞
e−ζ(x−y)ϕ(y)dy,

(
(−e−ζȞ) ∗ ϕ) (x) = −

∫ +∞

−∞
e−ζ(x− y)H(y − x)ϕ(y)dy = −

∫ +∞

x

e−ζ(x−y)ϕ(y)dy

で与えられる。さて ζを−ζと置き換えると

(∂ − ζ)(∂ + ζ)e−ζH = (∂ − ζ)δ = ∂δ − ζδ = δ′ − ζδ

(∂ − ζ)(∂ + ζ)eζȞ = (∂ + ζ)(∂ − ζ)eζȞ = (∂ + ζ)(−δ) = −∂δ − ζδ = −δ′ − ζδ

を得るので辺々加えると

(∂2 − ζ2)(e−ζH + eζȞ) = −2ζδ

が導かれる。従って ζ ∈ C \ {0}に対する二階の作用素 ∂2 − ζ2の基本解は

Eζ := − 1

2ζ
(e−ζH + eζȞ)

で与えられる。Eζを積分核とする積分作用素は

(Eζ ∗ ϕ)(x) = − 1

2ζ

(∫ x

−∞
e−ζ(x−y)ϕ(y)dy +

∫ +∞

x

eζ(x−y)ϕ(y)dy
)

= − 1

2ζ

(∫ x

−∞
e−ζ|x−y|ϕ(y)dy +

∫ +∞

x

e−ζ|x−y|ϕ(y)dy
)

= − 1

2ζ

∫ +∞

−∞
e−ζ|x−y|ϕ(y)dy
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と表される。両辺共 ζ → 0で発散するが、発散部分を引き去った((
Eζ − 1

2ζ

) ∗ ϕ)(x) = − 1

2ζ

∫ +∞

−∞

(
e−ζ|x−y| − 1

)
ϕ(y)dy

の右辺は
1

2

∫ +∞

−∞
|x− y|ϕ(y)dy =

1

2
(| · | ∗ ϕ)(x)

に収束する。これは一次元のラプラス作用素 ∂2の基本解

∂2
(1
2
| · |

)
= δ

である 1

2
| · |を

∂2
(
Eζ − 1

2ζ

)
= δ

の極限として積分作用素の枠組みで定式化したものと見做される。

∂2 − ζ2の基本解は (∂ − α)(∂ − β) = ∂2 − (α+ β)∂ + αβの基本解の表示に直ちに一般
化される。等式

(∂ − α)(∂ − β)(eαH + eβȞ) = (α− β)δ

を基礎とすれば良い。

2.2 多次元に於ける輸送作用素

n ≥ 2としてR
2に於ける輸送作用素a·∇ =

n∑
j=1

aj∂jを考える。ここにa = (a1, · · · , an) ∈

R
n \ {0}は定ベクトルとする。n次直交行列Ra = (rjk)をRaa = (|a|, 0, · · · , 0)なるもの
とする。このときE0 ∈ D ′(Rn)をE0(x) = H(x1)⊗ δ(x′), x = (x1, x

′) ∈ R×R
n−1，とし

てE := |a|−1R∗
aE0と定めたものが a · ∇E = δを満たす事を示そう。ϕ ∈ C∞

0 (Rn)に対し

∂j(R
∗
aϕ)(x) =

∑
k

∂j(Rax)k(∂kϕ)(Rax) =
∑
k

∂j

(∑
�

rk�x�

)
(∂kϕ)(Rax)

=
∑
k

∑
�

rk�δj�(∂kϕ)(Rax) =
∑
k

rkj(∂kϕ)(Rax)

より
∂j(R

∗
aϕ) =

∑
k

rkjR
∗
a∂kϕ

となるので ∑
j

r�j∂j(R
∗
aϕ) =

∑
j

∑
k

r�jrkjR
∗
a∂kϕ =

∑
k

δ�kR
∗
a∂kϕ = R∗

a∂�ϕ

が従う。D ′(Rn)の元に対しても同様である。これよりRa∇R∗
a = R∗

a∇,

a · ∇R∗
aE0 = Raa ·Ra∇R∗

aE0 = Raa ·R∗
a∇E0 = |a|R∗

a∂1E0

= |a|R∗
aδ = |a|| detRa|−1δ = |a|δ

4



が成立する。故にE ∈ D ′(Rn)は a · ∇の基本解である。

輸送作用素に定数項 a0 ∈ Rを加えた一階の作用素 a · ∇+ a0は

(a · ∇+ a0) exp
(
− a0
|a|2a · x

)
= exp

(
− a0
|a|2a · x

)(
a ·

(
− a0
|a|2a

)
+ a0

)
= 0

よりE := |a|−1e− a0
|a|2 a

R∗
aE0, e− a0

|a|2 a
(x) := exp

(
− a0
|a|2a ·x

)
としたものが基本解となる。ま

た、このEは (
(tRa)

∗e− a0
|a|2 a

)
(x) = exp

(
− a0
|a|2a ·

tRax
)

= exp
(
− a0
|a|2Raa · x

)
= exp

(
− a0
|a|x1

)
より

E = |a|−1R∗
a

((
(tRa)

∗e− a0
|a|2 a

)
E0

)
= |a|−1R∗

a

((
exp

(− a0
|a|x1

)
H(x1)

)
⊗ δ(x′)

)
とも表される。

2.3 時空二次元に於けるダランベール作用素

ここでは二次元ユークリッド空間R
2で考える。H ⊗H ∈ L∞(R2) ⊂ D ′(R2)を

(H ⊗H)(x1, x2) = H(x1)H(x2), (x1, x2) ∈ R
2

で定義する。このとき

∂1∂2(H ⊗H) = ∂1(H ⊗ ∂2H) = ∂1H ⊗ ∂2H = H ′ ⊗H ′ = δ ⊗ δ = δ

となる。ここに最後の δはD ′(R2)の元としての意味である。これよりH ⊗Hは ∂1∂2の
基本解である。さてR

2内の線型変換Φを

Φ(x1, x2) =
(x2 − x1√

2
,
x2 + x1√

2

)
, (x1, x2) ∈ R

2

で定義する。

(Φ ◦ Φ)(x1, x2) =
( 1√

2

(x2 + x1√
2

− x2 − x1√
2

)
,

1√
2

(x2 + x1√
2

+
x2 − x1√

2

))
= (x1, x2)

よりΦは全単射で逆は同じΦ−1 = Φであり、そのヤコビ行列は

detΦ′(x1, x2) = det

[
∂1Φ1 ∂2Φ1

∂1Φ2 ∂2Φ2

]
= det

[
−1/

√
2 1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

]
= −1

と計算される。さてΦ∗をΦによる引き戻しとすると

∂1Φ
∗ =

1√
2
Φ∗(−∂1 + ∂2), ∂2Φ

∗ =
1√
2
Φ∗(∂1 + ∂2)
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となるから

∂1∂2Φ
∗ =

1

2
Φ∗(−∂1 + ∂2)(∂1 + ∂2) =

1

2
Φ∗(∂1 − ∂2)

(∂2
2 − ∂2

1)Φ
∗ =

1

2
Φ∗ ((∂1 + ∂2)

2 − (−∂1 + ∂2)
2
)
= 2Φ∗∂1∂2

が従う。これより (Φ∗(H ⊗H)) (x1, x2) = H
(

x2−x1√
2

)
H
(

x2+x1√
2

)
で与えられるΦ∗(H ⊗H)

は

(∂2
2 − ∂2

1)Φ
∗(H ⊗H) = 2Φ∗∂1∂2(H ⊗H) = 2Φ∗(δ ⊗ δ)

= 2| detΦ′(0, 0)|−1(δ ⊗ δ)Φ−1(0,0)

= 2δ ⊗ δ = 2δ

を満たす。ここに最後の δはD ′(R2)の元であり、式変形には δ ⊗ δの Φによる引き戻し
Φ∗(δ ⊗ δ)の変換則と Φ−1(0, 0) = (0, 0)なる関係式を用いた。これより 1

2
Φ∗(H ⊗ H)は

∂2
2 − ∂2

1 の基本解である。

さてΦ∗(H⊗H)の台 supp (Φ∗(H ⊗H)) = supp ((H ⊗H) ◦ Φ)は x1を空間軸及び x2を
時間軸とする前方光円錐 forward light cone

Γ+ :={(x1, x2) ∈ R
2; |x1| ≤ x2} = {(x1, x2) ∈ R

2; ±x1 ≤ x2}
={(x1, x2) ∈ R

2; x2 − x1 ≥ 0, x2 + x1 ≥ 0}

に一致する。従って基本解E+ :=
1

2
Φ∗(H ⊗H)の各点に於ける値は

E+(x1, x2) =

⎧⎨
⎩

1

2
, (x1, x2) ∈ Γ+,

0, (x1, x2) ∈ R
2 \ Γ+

となる。この各点表示されたE+は任意の ϕ ∈ C∞
0 (R2;C)に対し

〈E+, (∂
2
2 − ∂2

1)ϕ〉

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
E+(x1, x2)∂

2
2ϕ(x1, x2)dx1dx2 −

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
E+(x1, x2)∂

2
1ϕ(x1, x2)dx1dx2

=
1

2

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

|x1|
∂2
2ϕ(x1, x2)dx2

)
dx1 − 1

2

∫ +∞

0

(∫ x2

−x2

∂2
1ϕ(x1, x2)dx1

)
dx2

= −1

2

∫ +∞

−∞
∂2ϕ(x1, |x1|)dx1 − 1

2

∫ +∞

0

(∂1ϕ(x2, x2)− ∂1ϕ(−x2, x2))dx2

= −1

2

∫ +∞

0

∂2ϕ(x1, x1)dx1 − 1

2

∫ 0

−∞
∂2ϕ(x1,−x1)dx1 − 1

2

∫ +∞

0

∂1ϕ(x2, x2)dx2 +
1

2

∫ +∞

0

∂1ϕ(−x2, x2)dx2

= −1

2

∫ +∞

0

(∂2ϕ(y, y) + ∂1ϕ(y, y)) dy − 1

2

∫ +∞

0

(∂2ϕ(−y, y)− ∂1ϕ(−y, y)) dy

= −1

2

∫ +∞

0

d

dy
(ϕ(y, y)) dy − 1

2

∫ +∞

0

d

dy
(ϕ(−y, y)) dy

=
1

2
ϕ(0, 0) +

1

2
ϕ(0, 0) = ϕ(0, 0) = 〈δ, ϕ〉
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を満たす。これはE+が ∂2
2 − ∂2

1 の基本解である事の別証である。

またE+はR
2の零集合 {(x1, x2) ∈ R

2; x1 = x2 ≥ 0}を除いて

E+(x1, x2) =
1

2
(H(x2 + x1)−H(x1 − x2))H(x2)

と表示されるので L∞(R2)及びD ′(R2)に於ける表示として意味を持つ。さてこの右辺を
Eと表しD ′(R2)に於ける微分を実行すると

∂1E =
1

2
(δ(x2 + x1)− δ(x1 − x2))H(x2),

∂2
1E =

1

2
(δ′(x2 + x1)− δ′(x1 − x2))H(x2),

∂2E =
1

2
(δ(x2 + x1) + δ(x1 − x2))H(x2) +

1

2
(H(x2 + x1)−H(x1 − x2)) δ(x2)

=
1

2
(δ(x2 + x1) + δ(x1 − x2))H(x2),

∂2
2E =

1

2
(δ′(x2 + x1)− δ′(x1 − x2))H(x2) +

1

2
(δ(x2 + x1) + δ(x1 − x2)) δ(x2)

となるから

∂2
2E − ∂2

1E =
1

2
(δ(x2 + x1) + δ(x1 − x2)) δ(x2) =

1

2
(δ(x1) + δ(x1)) δ(x2)

= δ ⊗ δ = δ

を得る。ここに最後の δはD ′(R2)の元である。上の計算により、E+ = Eが ∂2
2 − ∂2

1の基
本解である事が再び確かめられた。

一方、後方光円錐 backward light cone

Γ− :={(x1, x2) ∈ R
2; x2 ≤ −|x1|} = {(x1, x2) ∈ R

2; x2 ≤ ±x1}
={(x1, x2) ∈ R

2; x2 − x1 ≤ 0, x2 + x1 ≤ 0}

を台とする ∂2
2 − ∂2

1 の基本解は

E− :=
1

2
Φ∗(Ȟ ⊗ Ȟ)

で与えられる事は、等式

∂1∂2(Ȟ ⊗ Ȟ) = ∂1(Ȟ ⊗ ∂2Ȟ) = ∂1Ȟ ⊗ ∂2Ȟ = (−δ)⊗ (−δ) = δ

より従う。E−の各点に於ける値は

E−(x1, x2) =

⎧⎨
⎩

1

2
, (x1, x2) ∈ Γ−,

0, (x1, x2) ∈ R
2 \ Γ−
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である。この各点表示されたE−は任意の ϕ ∈ C∞
0 (R2;C)に対し

〈E−, (∂2
2 − ∂2

1)ϕ〉　

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
E−(x1, x2)∂

2
2ϕ(x1, x2)dx1dx2 −

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
E−(x1, x2)∂

2
1ϕ(x1, x2)dx1dx2

=
1

2

∫ +∞

−∞

(∫ −|x1|

−∞
∂2
2ϕ(x1, x2)dx2

)
dx1 − 1

2

∫ 0

−∞

(∫ −x2

x2

∂2
1ϕ(x1, x2)dx1

)
dx2

=
1

2

∫ +∞

−∞
∂2ϕ(x1,−|x1|)dx1 − 1

2

∫ 0

−∞
(∂1ϕ(−x2, x2)− ∂1ϕ(x2, x2))dx2

=
1

2

∫ +∞

0

∂2ϕ(x1,−x1)dx1 +
1

2

∫ 0

−∞
∂2ϕ(x1, x1)dx1 − 1

2

∫ 0

−∞
∂1ϕ(−x2, x2)dx2 +

1

2

∫ 0

−∞
∂1ϕ(x2, x2)dx2

=
1

2

∫ 0

−∞
(∂2ϕ(−y, y)− ∂1ϕ(−y, y)) dy +

1

2

∫ 0

−∞
(∂2ϕ(y, y) + ∂1ϕ(y, y)) dy

=
1

2

∫ 0

−∞

d

dy
(ϕ(−y, y)) dy +

1

2

∫ 0

−∞

d

dy
(ϕ(y, y)) dy

=
1

2
ϕ(0, 0) +

1

2
ϕ(0, 0) = ϕ(0, 0) = 〈δ, ϕ〉

を満たす。これはE−が ∂2
2 − ∂2

1 の基本解である事の別証である。

またE−はR
2の零集合 {(x1, x2) ∈ R

2; x1 = −x2 ≥ 0}を除いて

E−(x1, x2) =
1

2
(H(x1 − x2)−H(x2 + x1))H(−x2)

と表示されるので L∞(R2)及びD ′(R2)に於ける表示として意味を持つ。さてこの右辺を
Eと表しD ′(R2)に於ける微分を実行すると

∂1E =
1

2
(δ(x1 − x2)− δ(x2 + x1))H(−x2),

∂2
1E =

1

2
(δ′(x1 − x2)− δ′(x2 + x1))H(−x2),

∂2E =
1

2
(−δ(x1 − x2)− δ(x2 + x1))H(−x2)− 1

2
(H(x1 − x2)−H(x2 + x1)) δ(−x2)

= −1

2
(δ(x1 − x2) + δ(x2 + x1))H(−x2),

∂2
2E =

1

2
(δ′(x1 − x2)− δ′(x2 + x1))H(−x2) +

1

2
(δ(x1 − x2) + δ(x1 + x2)) δ(−x2)

となるから

∂2
2E − ∂2

1E =
1

2
(δ(x1 − x2) + δ(x1 + x2)) δ(x2) =

1

2
(δ(x1) + δ(x1)) δ(x2)

= δ ⊗ δ = δ

を得る。これでE− = Eが ∂2
2 − ∂2

1 の基本解である事が再び確かめられた。

最後に、時空二次元に於けるダランベール作用素 ∂2
2 − ∂2

1 の基本解E±を用いて一階の
作用素 ∂2 ± ∂1の基本解を求めておこう。E+は

(∂2 ± ∂1)(∂2 ∓ ∂1)E+ = δ
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を満たしているのでE±
+ := (∂2 ∓ ∂1)E+は

(∂2 ± ∂1)E
±
+ = δ

を満たす。このときE±
+ は定義より

E+
+ = (∂2 − ∂1)E+

=
1

2
(δ(x1 + x2) + δ(x1 − x2))H(x2)− 1

2
(δ(x1 + x2)− δ(x1 − x2))H(x2)

= δ(x2 − x1)H(x2),

E−
+ = (∂2 + ∂1)E+

=
1

2
(δ(x1 + x2) + δ(x1 − x2))H(x2) +

1

2
(δ(x1 + x2)− δ(x1 − x2))H(x2)

= δ(x2 + x1)H(x2)

と表される。E±
+ の台は supp δ = {0}, suppH = [0,+∞)より

suppE±
+ = {(x1, x2) ∈ R

2; x2 = ±x1 ≥ 0}

で与えられる。これより

suppE+
+ ∪ suppE−

+ = ∂Γ+

= ∂(suppE+)

が成立する。同様にE±
− := (∂2 ∓ ∂1)E−は

(∂2 ± ∂1)E
±
− = δ

を満たす。定義よりE±
− は

E±
− = (∂2 ∓ ∂1)E−

= −1

2
(δ(x1 − x2) + δ(x2 + x1))H(−x2)∓ 1

2
(δ(x1 − x2)− δ(x2 + x1))H(−x2)

= −δ(x1 ∓ x2)H(−x2)

と表される。E±
− の台は

suppE∗
− = {(x1, x2) ∈ R

2; x2 = ±x1 ≤ 0}

で与えられる。これより

suppE+
− ∪ suppE−

− = ∂Γ− = ∂(suppE−)

が成立する。
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2.4 二次元に於けるコーシー・リーマン及びラプラス作用素

二次元ユークリッド空間R
2で二つの作用素

∂ :=
1

2
(∂1 − i∂2), ∂ :=

1

2
(∂1 + i∂2)

を考える。後者 ∂をコーシー・リーマン作用素 Cauchy-Riemann operator と謂う。勾配
作用素 ∂ = (∂1, ∂2)と混同する可能性を避ける為、以下では常に

1

2
(∂1 ∓ i∂2)と表す事に

する。原点を除いたR
2 \ {(0, 0)}上の函数

E±(x1, x2) :=
1

π

1

x1 ± ix2

の原点に於ける特異性は
|E±(x1, x2)| = 1

π

1

(x2
1 + x2

2)
1/2

よりE± ∈ L1(R2;C)であり、積分で制御可能である。特にE± ∈ D ′(R2)と見做す事が出
来る。E±が

1

2
(∂1 ± i∂2)の基本解である事を示そう。任意の ϕ ∈ C∞

0 (R2;C)に対し

〈(∂1 ± i∂2)E±, ϕ〉 = 〈∂1E±, ϕ〉 ± i〈∂2E±, ϕ〉 = −〈E±, ∂1ϕ〉 ∓ i〈E±, ∂2ϕ〉
= −〈E±, (∂1 ± i∂2)ϕ〉

= −
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
E±(x1, x2)(∂1 ± i∂2)ϕ(x1, x2)dx1dx2

= − 1

π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1 ∓ ix2

x2
1 + x2

2

(∂1ϕ(x1, x2)± i∂2ϕ(x1, x2)) dx1dx2

= − 1

π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1∂1ϕ(x1, x2) + x2∂2ϕ(x1, x2)

x2
1 + x2

2

dx1dx2

± i

π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1∂2ϕ(x1, x2)− x2∂1ϕ(x1, x2)

x2
1 + x2

2

dx1dx2

を得るので、問題は最後の二つの二重積分を求める事に帰着される。極座標

Φ : [0,+∞)× [0, 2π) � (r, θ) 	→ Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) ∈ R
2

を用いて (x1, x2) = Φ(r, θ), ϕ(x1, x2) = (Φ∗ϕ)(r, θ)とすると二つの被積分函数は

x1∂1ϕ(x1, x2) + x2∂2ϕ(x1, x2)

x2
1 + x2

2

=
1

r
∂r(Φ

∗ϕ)(r, θ),

x1∂2ϕ(x1, x2)− x2∂1ϕ(x1, x2)

x2
1 + x2

2

=
1

r2
∂θ(Φ

∗ϕ)(r, θ)

と表されるから対応する積分は

− 1

π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1∂1ϕ(x1, x2) + x2∂2ϕ(x1, x2)

x2
1 + x2

2

dx1dx2

=− 1

π

∫ 2π

0

∫ +∞

0

∂r(Φ
∗ϕ)(r, θ)drdθ =

1

π

∫ 2π

0

(Φ∗ϕ)(0, θ)dθ =
1

π

∫ 2π

0

ϕ(0, 0)dθ

= 2ϕ(0, 0),
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∓ i

π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1∂2ϕ(x1, x2)− x2∂1ϕ(x1, x2)

x2
1 + x2

2

dx1dx2

=∓ i

π

∫ +∞

0

1

r

(∫ 2π

0

∂θ(Φ
∗ϕ)(r, 0)dθ

)
dr

=∓ i

π

∫ +∞

0

1

r
((Φ∗ϕ)(r, 2π)− (Φ∗ϕ)(r, 0)) dr = 0

と計算される。故に 〈1
2
(∂1 ± i∂2)E±, ϕ

〉
= ϕ(0, 0) = 〈δ, ϕ〉

即ちE±が
1

2
(∂1 ± i∂2)の基本解である事が示された。

これを用いて二次元ラプラス作用素 Laplace operator Δ = ∂2
1 + ∂2

2 の基本解Eを求め
よう。解くべき方程式ΔE = δは

δ = (∂1 − i∂2)(∂1 + i∂2)E

と表されるので

(∂1 + i∂2)E =
1

2
E− =

1

2π

1

x1 − ix2

=
1

2π

x1 + ix2

x2
1 + x2

2

を満たすEを求めれば充分である。Eが実数値函数ならば、この方程式は実部と虚部を
比較して

∂1E(x1, x2) =
1

2π

x1

x2
1 + x2

2

, ∂2E(x1, x2) =
1

2π

x2

x2
1 + x2

2

と書き換えられる。これらを満たす

E(x1, x2) =
1

4π
log(x2

1 + x2
2) =

1

4π
log |x|2 = 1

2π
log |x|

で与えられるEはD ′(R2)の元であり、計算を逆に辿る事によりΔの基本解である事が分
かる。

2.5 三次元以上のラプラス作用素

三次元以上のユークリッド空間R
nに於けるラプラス作用素Δ =

n∑
j=1

∂2
j の基本解E ∈

D ′(Rn)は
E(x) =

Γ(n/2)

2(2− n)πn/2
|x|2−n

で与えられる事は「ユークリッド空間に於けるラプラシアンの基本解」で詳説した。n = 3

の場合の
E(x) = − 1

4π|x|
は次節で用いる。
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2.6 時空四次元に於けるダランベール作用素

四次元ユークリッド空間R
4を三次元空間R

3と時間軸Rとの直積空間と見做し空間変
数及び時間変数を x′ = (x1, x2, x3) ∈ R

3及び x4 ∈ Rで表す事にする。空間変数に関し
て動径対称な基本解を求めよう。便宜上 r = |x′|, t = x4とも表す。ダランベール作用素
� = ∂2

4 − ∂2
1 − ∂2

2 − ∂2
3 = ∂2

t −Δ は tと rの変数に対して

� = ∂2
t − ∂2

r −
2

r
∂r

と表され
r�u = ∂2

t (ru)− r∂2
ru− 2∂ru = (∂2

t − ∂2
r )(ru)

となるから、基本解 u ∈ D ′(R4)の候補として

u(x′, x4) =
1

|x′| (F (x4 + |x′|) +G(x4 − |x′|))

なる形をしたものが考えられる。そこで

u±(x′, x4) =
1

|x′|δ(x4 ± |x′|)

と置き x′についての三次元ラプラス作用素Δを施すと

Δu± = Δ
( 1

|x′|
)
δ(x4 ± |x′|) + 2∇

( 1

|x′|
)
· ∇ (δ(x4 ± |x′|)) + 1

|x′|Δ(δ(x4 ± |x′|))

= −4πδ(x′)δ(x4 ± |x′|) + 2
(
− x′

|x′|3
)
·
(
± x′

|x′|δ
′(x4 ± |x′|)

)

+
x′

|x′|div
(
± x′

|x′|δ
′(x4 ± |x′|)

)
= −4πδ(x′)δ(x4)∓ 2

|x′|2 δ
′(x4 ± |x′|)

± 1

|x′|
( 2

|x′|δ
′(x4 ± |x′|) + x′

|x′| ·
(
± x′

|x′|δ
′′(x4 ± |x′|)

))
= −4πδ +

1

|x′|δ
′′(x4 ± |x′|)

と計算される。一方
∂2
4u± =

1

|x′|δ
′′(x4 ± |x′|)

であるから
�u± = (∂2

4 − ∂2
1 − ∂2

2 − ∂2
3)u± = 4πδ

となる。即ち
E± :=

1

4π|x′|δ(x4 ± |x′|)

は�の基本解である。これはまた任意の ϕ ∈ C∞
0 (R4;C)に対する等式

〈E±, �ϕ〉 = 〈δ, ϕ〉
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からも確かめられる。実際

〈E±, �ϕ〉 = 1

4π

∫
R3

(�ϕ)(x′,±|x′|) 1

|x′|dx
′

における (�ϕ)(x′,±|x′|)は

Δ(ϕ(x′,±|x′|)) = div
(
∇ϕ(x′,±|x′|)± x′

|x′|∂4ϕ(x
′,±|x′|)

)

= Δϕ(x′,±|x′|)± x′

|x′| · ∇∂4ϕ(x
′,±|x′|)±

(
div

x′

|x′|
)
∂4ϕ(x

′,±|x′|)

± x′

|x′| ·
(
∇∂4ϕ(x

′,±|x′|)± x′

|x′|∂
2
4ϕ(x

′,±|x′|)
)

= Δϕ(x′,±|x′|)± 2
x′

|x′| · ∇∂4ϕ(x
′,±|x′|)± 2

|x′|∂4ϕ(x
′,±|x′|) + ∂2

4ϕ(x
′,±|x′|)

より

(�ϕ)(x′,±|x′|) = ∂2
4ϕ(x

′,±|x′|)−Δϕ(x′,±|x′|)
=2∂2

4ϕ(x
′,±|x′|)−Δ(ϕ(x′,±|x′|))± 2

x′

|x′| · ∇∂4ϕ(x
′,±|x′|)± 2

|x′|∂4ϕ(x
′,±|x′|)

と表されるので

4π〈E±, �ϕ〉
=

∫
R3

(�ϕ)(x′,±|x′|) 1

|x′|dx
′

= 2

∫
R3

(
∂2
4ϕ(x

′,±|x′|)± x′

|x′| · ∇∂4ϕ(x
′,±|x′|)± 1

|x′|∂4ϕ(x
′,±|x′|)

) 1

|x′|dx
′

−
∫
R3

Δ(ϕ(x′,±|x′|)) 1

|x′|dx
′

= 2

∫
S2

∫ +∞

0

r
(
∂2
4ϕ(rω,±r)± ω · ∇∂4ϕ(rω,±r)± 1

r
∂4ϕ(rω,±r)

)
drdσ(ω)

−
∫
R3

ϕ(x′,±|x′|)Δ
( 1

|x′|
)
dx′

= 2

∫
S2

∫ +∞

0

∂r (r∂r(ϕ(rω,±r))− rω · ∇ϕ(rω,±r)) drdσ(ω) + 4πϕ(0, 0)

= 4π〈δ, ϕ〉
となるからである。ここに

r∂2
4ϕ(rω,±r)± rω · ∇∂4ϕ(rω,±r)± ∂4ϕ(rω,±r)

= r
(
∂2
r (ϕ(rω,±r))− (ω · ∇)2ϕ(rω,±r)∓ 2ω · ∇∂4ϕ(rω,±r)

)± rω · ∇∂4ϕ(rω,±r)

+ (∂r(ϕ(rω,±r))− ω · ∇ϕ(rω,±r))

= r
(
∂2
r (ϕ(rω,±r))− (ω · ∇)2ϕ(rω,±r)∓ ω · ∇∂4ϕ(rω,±r)

)
+ ∂r(ϕ(rω,±r))− ω · ∇ϕ(rω,±r)

= r
(
∂2
r (ϕ(rω,±r))− ∂r(ω · ∇ϕ(rω,±r))

)
+ ∂r(ϕ(rω,±r))− ω · ∇ϕ(rω,±r)

= ∂r (r∂r(ϕ(rω,±r))− rω · ∇ϕ(rω,±r))
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を用いた。

3 マルグランジュ・エーレンプレイスの定理の構成的証明

フーリエ変数 ξ ∈ R
nの多項式 P ∈ C[ξ] \ {0}に対しm ∈ Z≥0及び (aα; |α| ≤ m) ⊂ C

が一意的に存在し任意の ξ ∈ R
nに対し

P (ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α

及び Pm �= 0が成立する。ここに Pmは P の主部

Pm(ξ) =
∑
|α|=m

aαξ
α

である。mを P の次数 degree と謂いm = degP と表す。変数 ξ ∈ R
nはそのまま ξ ∈ C

n

として P はC
n上の函数として拡張される。R

n上の分布E ∈ D ′(Rn)は

P (−i∂)E = δ

を満たすとき P の基本解であると謂う。以下m ≥ 1とする。

任意の ζ ∈ C
nに対し eζ ∈ C∞(Rn;C)を

eζ(x) = exp(ζ · x) = exp(ζ1x1 + · · ·+ ζnxn), x ∈ R
n

で定める。同じ記号 eζを用いてC∞
0 (Rn;C)に於ける掛算作用素

eζ : C
∞
0 (Rn;C) � ϕ 	−→ eζϕ ∈ C∞

0 (Rn;C)

及び
〈eζT, ϕ〉 = 〈T, eζϕ〉, T ∈ D ′(Rn), ϕ ∈ C∞

0 (Rn;C)

で定まる双対
eζ : D ′(Rn) � T 	−→ 〈eζT, ·〉 ∈ D ′(Rn)

も表す事にする。また滑らかな急減少函数の成すフレシェ空間S 上のフーリエ変換F :

S → S を
(Fϕ)(ξ) := (2π)−

n
2

∫
Rn

exp(−ix · ξ)ϕ(x)dx, ξ ∈ R
n

で定め、同じ記号で

〈FT, ϕ〉 = 〈T, Fϕ〉, T ∈ S ′, ϕ ∈ S

で定まる双対
F : S ′ � T 	−→ 〈FT, ·〉 ∈ S ′

も表す事にする。R
n上の函数 ϕの y ∈ R

nに依る並進 translation by y を

(τyϕ)(x) = ϕ(x− y), x ∈ R
n
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で定まる函数 τyϕとする。さて任意の ϕ ∈ S に対し

−i∂j(eζϕ) = eζ(−i∂jϕ− iζjϕ) = eζ (−i(∂j + ζj))ϕ,

(−i∂j)
k(eζϕ) = eζ (−i(∂j + ζj))

k ϕ,

(−i∂j)
k(eζϕ) =

n∏
j=1

(−i∂j)
αj(eζϕ) = eζ

n∏
j=1

(−i(∂j + ζj))
αj ϕ,

= eζ (−i(∂j + ζ))α ϕ

となるから
P (−i∂)(eζϕ) = eζP (−i(∂ + ζ))ϕ

が成立する。これよりD ′(Rn)上の等式

e−ζP (−i∂)eζ = P (−i(∂ + ζ))

が成立する。フーリエ変換を用いればS ′上の等式

P (−i(∂ + ζ)) = F−1P (· − iζ)F = F−1(τiζP )F

が成立する。さてm次多項式 P は任意の ζ ∈ C
nに対して

P (ξ + ζ) = Pm(ζ) +
m−1∑
j=0

∑
|α|=j

ζα

α!
P (α)(ξ), ζ ∈ R

n

と分解される。実際 ξ ∈ R
nに於けるテイラー展開は有限和として

P (ξ + ζ) =
∑
|α|≤m

P (α)(ξ)

α!
ζα

で与えられ、最高次の項は

P (α)(ζ) = (∂αP )(ζ) = α!aα

より ∑
|α|=m

P (α)(ξ)

α!
ζα =

∑
|α|=m

aαζ
α = Pm(ζ)

となるからである。この分解は λ ∈ C, ζ ∈ C
nによって

P (ξ + λζ) = λmPm(ζ) +
m−1∑
j=0

λj
(∑
|α|=j

ζα

α!
P (α)(ξ)

)

と表す事も出来る。さて次の定理は基本的である。

定理 1. P ∈ C[ξ]に対し次は同値である。

(1) E ∈ D ′(Rn)が存在し　 P (−i∂)E = δを満たす。
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(2) 任意のQ ∈ C[ξ]及び任意の ζ ∈ C
nに対しEQ,ζ ∈ D ′(Rn)が存在し　

P (−i∂)EQ,ζ = Q (−i(∂ + ζ)) δを満たす。

(3) Q ∈ C[ξ]が存在し任意の ζ ∈ C
nに対しEζ ∈ D ′(Rn)が存在し　

P (−i∂)Eζ = Q (−i(∂ + ζ)) δを満たす。

(4) Q ∈ C[ξ]が存在し任意の ζ ∈ R
nに対しEζ ∈ D ′(Rn)が存在し　

P (−i∂)Eζ = Q (−i(∂ + ζ)) δを満たす。

(5) Q ∈ C[ξ]及び ω ∈ R
n \ {0}が存在し　 �(= degQ ≥ 1)次斉次の Qの主部 Q�に

対しQ�(ω) �= 0且つ任意の λ ∈ Rに対し Eλω ∈ D ′(Rn) が存在し　 P (−i∂)Eλω =

Q (−i(∂ + λω)) δを満たす。

(6) Q ∈ C[ξ], ω ∈ R
n \ {0}、相異なる実数から成る {λj; 0 ≤ j ≤ �} ⊂ R, {Eλjω; 0 ≤

j ≤ �} ⊂ D ′(Rn)が存在し　 �(= degQ ≥ 1)次斉次のQの主部Q�に対しQ�(ω) �= 0

且つ任意の j ∈ {0, 1, · · · , �}に対し P (−i∂)Eλjω = Q (−i(∂ + λjω)) δが成立する。

上の同値な条件が満たされている場合 (2)のQ ∈ C[ξ], ζ ∈ C
nに対するEQ,ζ は (1)の

Eにより
EQ,ζ = Q (−i(∂ + ζ))E

で与えられ (1)のEは (6)のQ ∈ C[ξ], ω ∈ R
n \ {0}, {λj; 0 ≤ j ≤ �} ⊂ R, {Eλjω; 0 ≤

j ≤ �} ⊂ D ′(Rn)により

E =
1

Q�(−iω)

�∑
j=0

( ∏
0≤k≤�

k �=j

1

λj − λk

)
Eλjω

で与えられる。

（定理 1の証明）(1) ⇒ (2)：任意のQ ∈ C[ξ]及び ζ ∈ C
nに対しEQ,ζ := Q (−i(∂ + ζ))E

と置くとEQ,ζ ∈ D ′(Rn)であり

P (−i∂)EQ,ζ = P (−i∂)Q (−i(∂ + ζ))E = Q (−i(∂ + ζ))P (−i∂)E

= Q (−i(∂ + ζ)) δ

が成立する。

(2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (6)は明らかである。

(6) ⇒ (1)：Q ∈ C[ξ]を λ ∈ R, ω ∈ R
n \ {0}によって

Q(ξ + λω) = λ�Q�(ω) +
�−1∑
j=0

λj
(∑
|α|=j

ωα

α!
Q(α)(ξ)

)

と分解し、対応するQ (−i(∂ + λω))を

Q(−i(∂ + λω)) = (−iλ)�Q�(ω) +
�−1∑
j=0

(−iλ)j
(∑
|α|=j

ωα

α!
Q(α)(−i∂)

)

16



と表して置こう。両辺を δに作用させ

Q(−i(∂ + λω))δ = (−i)�λ�Q�(ω)δ +
�−1∑
j=0

λjTj

を得る。ここに
Tj = (−i)j

∑
|α|=j

ωα

α!
Q(α)(−i∂)δ ∈ D ′(Rn)

とする。さて仮定された (λj; 0 ≤ j ≤ �)を取り cj :=
∏

0≤k≤�

k �=j

1

λj − λk

と置く。

このとき (cj; 0 ≤ j ≤ �)は
�∑

j=0

cjλ
m
j = δ�m

を満たす。そこでE0 ∈ D ′(Rn)を

E0 :=
�∑

j=0

cjEλjω

と定めると

P (−i∂)E0 =
�∑

j=0

cjP (−i∂)Eλjω =
�∑

j=0

cjQ (−i(∂ + λjω)) δ

=
�∑

j=0

cj

(
(−i)�λ�

jQ�(ω)δ +
�−1∑
k=0

λk
jTk

)

= (−i)�
( �∑

j=0

cjλ
�
j

)
Q�(ω)δ +

�−1∑
k=0

( �−1∑
k=0

cjλ
k
j

)
Tk

= (−i)�Q�(ω)δ

となるのでE0を (−i)�Q�(ω) = Q�(−iω) �= 0で割った

E :=
1

Q�(−iω)

�∑
j=0

cjEλjω ∈ D ′(Rn)

は P (−i∂)E = δを満たす。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

以上より P (−i∂)の基本解の存在の問題は

P (−i∂)Eζ = Q (−i(∂ + ζ)) δ

を満たすQ ∈ C[ξ]と (Eζ ; ζ ∈ R
n) ⊂ D ′(Rn)の存在の問題に帰着された。そこでEζを

Eζ = eηF
−1σ, η ∈ R

n, σ ∈ S ′

17



の形で求めよう。δ = eηδであるから右辺は

Q (−i(∂ + ζ)) δ = Q (−i(∂ + ζ)) eηδ = eηQ (−i(∂ + ζ − η)) δ

であり左辺はEζの定義より

P (−i∂)Eζ = P (−i∂)eηF
−1σ = eηP (−i(∂ − η))F−1σ

と表される。従って問題は

P (−i∂)Eζ = Q (−i(∂ + ζ)) δ

⇐⇒ P (−i(∂ − η))F−1σ = Q (−i(∂ + ζ − η)) δ

⇐⇒ FP (−i(∂ − η))F−1σ = FQ (−i(∂ + ζ − η))F−1F δ

⇐⇒ (τ−iηP )σ = (τi(ζ−η)Q) · (2π)−n
2

⇐⇒ P (ξ + iη)σ(ξ) = (2π)−
n
2Q (ξ − i(ζ − η)) ∀ξ ∈ R

n

と同値な形に書き換えられ σはQを P で割った形で与えられる事が期待される。P とQ

に対する変数の依存度を同等に保つ為 η =
1

2
ζとすると最後の方程式は

P (ξ +
i

2
ζ)σ(ξ) = (2π)−

n
2Q

(
ξ − i

2
ζ
)

∀ξ ∈ R
n

と表される。そこでQを
P (ξ) :=

∑
|α|≤m

aαξ
α

で与えられる P ∈ C[ξ]とすると

Q
(
ξ − i

2
ζ
)
= P

(
ξ − i

2
ζ
)
= P

(
ξ +

i

2
ζ
)

となって σ = σζは

σζ(ξ) :=
1

(2π)
n
2

P
(
ξ + i

2
ζ
)

P
(
ξ + i

2
ζ
) , ξ ∈ R

n

即ち

σζ :=
1

(2π)
n
2

τ− i
2
ζP

τ− i
2
ζP

=
1

(2π)
n
2

sign
(
τ− i

2
ζP

)

で求まった事になる。ここに signz =
z̄

z
とする。この形より σζ ∈ L∞(Rn) ⊂ S ′である。

ここに分母 τ− i
2
ζP の零点は分子 τ− i

2
ζP = τ i

2
ζP の零点と位数も込めて一致するので、その

点で σζの値を 1と定義したと見做すものとする。以上より

Eζ := e 1
2
ζF

−1σζ =
1

(2π)
n
2

e 1
2
ζF

−1
(
sign

(
τ− i

2
ζP

))
∈ D ′(Rn)

は
P (−i∂)Eζ = P (−i(∂ + ζ)) δ

18



を満たす事が分かる。定理 1より

E :=
1

Pm(−iω)

m∑
j=1

( ∏
0≤k≤m

k �=j

1

λj − λk

)
Eλjω　

=
1

(2π)
n
2Pm(iω)

m∑
j=1

( ∏
0≤k≤m

k �=j

1

λj − λk

)
e 1

2
λjω

F−1
(
sign

(
τ− i

2
λjω

P
))

はP (−i∂)の基本解である。ここに ω ∈ R
n \ {0}はPm(ω) �= 0を満たす点であり {λj; 0 ≤

j ≤ m}は相異なる (m+ 1)個の実数である。これを定理の形に纏めて置こう。

定理 2.（マルグランジュ・エーレンプレイスの定理 The Malgrange-Ehrenpreis Theorem）
P ∈ C[ξ] \ {0}をm次の n変数多項式とし ω ∈ R

n \ {0}を P の主部 Pmの零点でないと
する。{λj; 0 ≤ j ≤ m}を相異なる (m+ 1)個の実数とする。このとき

E :=
1

(2π)
n
2Pm(iω)

m∑
j=1

( ∏
0≤k≤m

k �=j

1

λj − λk

)
e 1

2
λjω

F−1
(
sign

(
τ− i

2
λjω

P
))

∈ D ′(Rn)

は P (−i∂)E = δを満たす。
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