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Gaussian exp(−x2)のR上の積分値∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx =

√
π

の導出法について考える。先ずは同値な積分形に書換えて置こう。

命題１．　次は同値である。

(1)

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx =

√
π

(2)

∫ ∞

0

exp(−x2)dx =

√
π

2

(3)

∫ ∞

0

e−t 1√
t
dt =

√
π

(4) 任意の a > 0に対し
∫ ∞

−∞
exp(−ax2)dx =

√
π

a

(5) 任意の a > 0に対し
∫ ∞

0

exp(−ax2)dx =
1

2

√
π

a

(6) 任意の a > 0に対し
∫ ∞

0

e−at 1√
t
dt =

√
π

a

(7) 任意の n ∈ Z≥0, 任意の a > 0に対し
∫ ∞

−∞
exp(−ax2)x2ndx =

(2n)!

n!(4a)n

√
π

a

(8) 或る n ∈ Z≥0が在って、任意の a > 0に対し
∫ ∞

−∞
exp(−ax2)x2ndx =

(2n)!

n!(4a)n

√
π

a

(9) 任意の a > 0, b ∈ Rに対し
∫ ∞

−∞
exp(−ax2) cos bxdx =

√
π

a
exp

(
− b2

4a

)

(10) 任意の a > 0, b ∈ Rに対し
∫ ∞

−∞
exp(−ax2 + ibx)dx =

√
π

a
exp

(
− b2

4a

)
(11) 任意の a > 0, b ∈ Rに対し∫ ∞

−∞
exp

(
−a2t2 − b2

t2

)
dt =

√
π

a
e−2ab

1



(12) 任意の a > 0, b ∈ Rに対し∫ ∞

0

exp

(
−a2t− b2

t

)
1√
t
dt =

√
π

a
e−2ab

証明

(1) ⇔ (2) : 被積分函数が偶函数である事より従う。

(2) ⇔ (3) : 変数変換 t = x2より従う。

(1) ⇔ (4) : (1)は (4)の特別な場合であり、(4)は (1)で変数変換 x 7→ x/
√
aを施した

ものである。

(4) ⇔ (5) : 被積分函数が偶函数である事より従う。

(3) ⇔ (6) : (3)は (6)の特別な場合であり、(6)は (3)で変数変換 t 7→ t/aを施したもの
である。

(4) ⇔ (7) : (4)は (7)の特別な場合であり、(7)は (4)の両辺の aに関する n階導函数
の (−1)n倍として得られる。

(7) ⇔ (8) : (8)は (7)の特別な場合であり、(7)と同値な (4)は (8)の両辺を aに関して
(0,∞)上 n回積分する事によって得られる。

(7) ⇔ (9) : 項別積分と (7)により、(9)の左辺を次の様に計算するのが一つの方法で
ある。∫ ∞

−∞
exp(−ax2) cos bxdx =

∫ ∞

−∞
exp(−ax2)

∞∑
n=0

(−1)n(bx)2n

(2n)!
dx

=
∞∑
n=0

(−1)nb2n

(2n)!

∫ ∞

−∞
exp(−ax2)x2ndx

=
∞∑
n=0

(−1)nb2n

(2n)!

(2n)!

n!(4a)n

√
π

a

=

√
π

a

∞∑
n=0

1

n!

(
− b2

4a

)n

=

√
π

a
exp

(
− b2

4a

)
別の方法として t ≥ 0に対して

φ(t) =

∫ ∞

−∞
exp(−ax2) cos txdx

と置き、(7)(の特別な場合である (4))による φ(0) =
√
π/a及び

φ′(t) = −
∫ ∞

−∞
exp(−ax2)x sin txdx

=

[
exp(−ax2)

2a
sin tx

]∞
x=−∞

+
t

2a

∫ ∞

−∞
exp(−ax2) cos txdx

=
t

2a
φ(t)

2



なる微分方程式を積分した

φ(t) = φ(0) exp

(
− t2

4a

)
から (8)を導く事も出来る。

(9) ⇔ (10) : 可積分函数が奇函数である事から従う性質∫ ∞

−∞
exp(−ax2) sin bxdx = 0

を用いれば良い。

(4) ⇔ (11) : (4)は (11)の特別な場合である。(4)から (11)を導く事を考える。一般性
を失う事なく b ≥ 0として良い。(11)の左辺は

2

∫ ∞

0

exp

(
−a2

(
t− b

at

)2

− 2ab

)
dt

= 2e−2ab

(∫ ∞

√
b/a

+

∫ √
b/a

0

)
exp

(
−a2

(
t− b

at

)2
)
dt

と書き換えられ、最後の積分は変数変換 s = b/atにより∫ √
b/a

0

exp

(
−a2

(
t− b

t

)2
)
dt =

∫ ∞

√
b/a

exp

(
−a2

(
b

as
− s

)2
)

b

as2
ds

となるから、上の二式を合わせた後、変数変換 x = t− b/atを施すと

2

∫ ∞

0

exp

(
−a2

(
t− b

at

)2

− 2ab

)
dt

= 2e−2ab

∫ ∞

√
b/a

exp

(
−a2

(
t− b

at

)2
)(

1 +
b

at2

)
dt

= 2e−2ab

∫ ∞

−∞
exp(−a2x2)dx

= e−2ab

∫ ∞

−∞
exp(−a2x2)dx

が従う。最後の積分値を (4)で与える事により (11)が従う。

(11) ⇔ (12) : 変数変換 t 7→ t2 (及びその逆)により従う。
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さて命題１の定積分 (1)または (2)の求める方法としては重積分によるものが一般的で
あろう。形式的には(∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx

)2

=

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx

∫ ∞

−∞
exp(−y2)dy

=

∫ ∫
R2

exp(−x2 − y2)dxdy

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

exp(−r2)rdrdθ

= 2π

[
−1

2
exp(−r2)

]∞
0

= π

と計算されるが、重積分の累次化 (或は変数分離形の函数の重積分法)、非有界領域上の広
義積分の領域近似についての性質を用いている。特に

R2 =
∞∪
n=1

Kn =
∞∪
n=1

Ln,

Kn = {(x, y) ∈ R2; |x| ≤ n, |y| ≤ n} = [−n, n]× [−n, n],

Ln = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ n2}

である事を用いている。
極限移行の過程を省かずに書くと(∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx

)2

= lim
n→∞

(∫ n

−n

exp(−x2)dx

)2

= lim
n→∞

∫ ∫
Kn

exp(−x2 − y2)dxdy

=

∫ ∫
R2

exp(−x2 − y2)dxdy

= lim
n→∞

∫ ∫
Ln

exp(−x2 − y2)dxdy

= lim
n→∞

∫ n

0

∫ 2π

0

exp(−r2)rdrdθ

= lim
n→∞

[−π exp(−r2)]n0

= lim
n→∞

π(1− exp(−n2)) = π

となる。
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次の様な方法もある：(∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx

)2

= 2

∫ ∞

0

(∫ ∞

−∞
exp(−y2)dy

)
exp(−x2)dx

= 2

∫ ∞

0

(∫ ∞

−∞
exp(−x2t2)xdt

)
exp(−x2)dx

= 2

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

0

exp(−x2(1 + t2))xdx

)
dt

=

∫ ∞

−∞

[
− 1

1 + t2
exp(−x2(1 + t2))

]∞
0

dt

=

∫ ∞

−∞

1

1 + t2
dt = π

ここで任意の x > 0に対し (変数変換 y = xtにより)∫ ∞

−∞
exp(−y2)dy =

∫ ∞

−∞
exp(−x2t2)xdt

である事を用いており、極限移行などの計算は省かれている。近似の状況まで知るには次
の様にすれば良い。(∫ n

−n

exp(−x2)dx

)2

=

∫ n

0

d

dx

(∫ x

−x

exp(−t2)dt

)2

dx

= 2

∫ n

0

((
d

dx

∫ x

−x

exp(−t2)dt

)∫ x

−x

exp(−t2)dt

)
dx

= 4

∫ n

0

(
exp(−x2)

∫ x

−x

exp(−t2)dt

)
dx

= 4

∫ n

0

(
exp(−x2)x

∫ 1

−1

exp(−x2s2)ds

)
dx

= 4

∫ n

0

(
x

∫ 1

−1

exp(−x2(1 + s2))ds

)
dx

= −2

∫ n

0

d

dx

(∫ 1

−1

exp(−x2(1 + s2))

1 + s2
ds

)
dx

= −2

∫ 1

−1

exp(−n2(1 + s2))

1 + s2
ds+ 2

∫ 1

−1

1

1 + s2
ds

= −2

∫ 1

−1

exp(−n2(1 + s2))

1 + s2
ds+ π

ここでは重積分に関する性質は用いていない。

一変数の微分積分法の範囲でGaussianの定積分を求める方法としてWallisの公式に基
づくものがある。この点について纏めておこう。

命題２．　次は同値である。
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(1)

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx =

√
π

(2) (Wallisの公式)　 lim
n→∞

22n(n!)2√
n(2n)!

=
√
π

(証明) 命題は次の等式から従う：

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx = 2

∫ ∞

0

exp(−x2)dx

= 2 lim
n→∞

∫ √
n

0

(
1− x2

n

)n

dx

= 2 lim
n→∞

√
n

∫ 1

0

(1− y2)ndy

= 2 lim
n→∞

√
n

∫ π/2

0

(cos θ)2n+1dθ

= 2 lim
n→∞

√
n(2n)!!

(2n+ 1)!!

= lim
n→∞

(2n)!!√
n(2n− 1)!!

· 2n

2n+ 1

= lim
n→∞

(2n)!!√
n(2n− 1)!!

= lim
n→∞

22n(n!)2√
n(2n)!

ここで

fn(x) =


(
1− x2

n

)n

, x ∈ [0,
√
n ]

0, x ∈ (
√
n,∞)

で定まる函数列に対してルベーグの収束定理を用いた。(実際、fn(x) ≤ exp(−x2), lim
n→∞

fn(x) =

exp(−x2)(各点収束) となる。)
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