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グルサ (Edouard Goursat, 1858-1936)に依るコーシーの積分定理の証明に用いられた論
法に基づいて、ストークスの定理に代表される一連の積分定理の証明を与えよう。先ず、
一次元（微分積分学の基本定理）、二次元（グリーンの定理）、三次元（ガウスの定理）を
議論し、一般次元でのストークスの定理を鎖体上で議論しよう。

1. 微分積分学の基本定理

有界閉区間 I = [a, b]上で定義された函数 f : I → Rが I 上微分可能であるとは、任意の
x ∈ I及び x+ h ∈ Iなる任意の h ∈ Rに対し f ′(x) ∈ R及びRf (x;h) ∈ Rが在って

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h = Rf (x;h)h

lim
h→0

x+h∈I

Rf (z;h) = Rf (x; 0) = 0

を満たす事を謂う。函数 f ′ : I ∋ x 7→ f ′(x) ∈ Rが連続であるとき f は I 上 C1級である
と謂う。

さて区間 I = [a, b]を、その中心 c = (a + b)/2を基に二つの区間 I(1) = [a, c]及び
I(2) = [c, b]に分けて考える。このとき I上C1級の函数 f に対し等式

f(b)− f(a)−
∫ b

a

f ′(x)dx

= f(b)− f(c)−
∫ b

c

f ′(x)dx

+ f(c)− f(a)−
∫ c

a

f ′(x)dx

が成立つので

|f(b)− f(c)−
∫ b

c

f ′(x)dx|, |f(c)− f(a)−
∫ c

a

f ′(x)dx|

の小さくないほうを与える区間を一つ取り I1 = [a1, b1]と表す事にすると

|f(b)− f(a)−
∫ b

a

f ′(x)dx| ≤ 2|f(b1)− f(a1)−
∫ b1

a1

f ′(x)dy|

I1 ⊂ I, |I1| = 2−1|I|
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が成立つ。ここに |J |は区間 Jの長さとする。この議論を繰り返す事により任意のmに対
し Im = [am, bm]なる区間を取り

|f(b)− f(a)−
∫ b

a

f ′(x)dx| ≤ 2m|f(bm)− f(am)−
∫ bm

am

f ′(x)dx|

Im ⊂ Im−1 ⊂ · · · ⊂ I1 ⊂ I, |Im| = 2−m|I|

とする事が出来る。このとき
{x0} =

∩
m≥1

Im

なる x0 ∈ Iが唯一つ存在する。さて

f(bm)− f(am)−
∫ bm

am

f ′(x)dx

= f(bm)− f(x0)− f ′(x0)(bm − x0)

− (f(am)− f(x0)− f ′(x0)(am − x0))−
∫ bm

am

(f ′(x)− f ′(x0))dx

より

|f(bm)− f(am)−
∫ bm

am

f ′(x)dx|

≤ |f(bm)− f(x0)− f ′(x0)(bm − x0)|

+ |f(am)− f(x0)− f ′(x0)(am − x0)|+
∫ bm

am

|f ′(x)− f ′(x0)|dx

≤ |Rf (x0; bm − x0)(bm − x0)|

+ |Rf (x0; am − x0)(am − x0) +

∫ bm

am

|f ′(x)− f ′(x0)|dx

≤ sup
|h|≤bm−am
x0+h∈I

|Rf (x0;h)| · ((bm − x0) + (x0 − am)) + sup
x∈Im

|f ′(x)− f ′(x0)| · (bm − am)

≤ sup
|h|≤2−m|I|
x0+h∈I

(|Rf (x0;h)|+ |f ′(x0 + h)− f ′(x0)|) · (bm − am)

を得るので

|f(b)− f(a)−
∫ b

a

f ′(x)ds|

≤ sup
|h|≤2−m|I|
x0+h∈I

(|Rf (x0;h)|+ |f ′(x0 + h)− f ′(x0)|) · |I|

が従う。右辺でm → ∞として微分積分学の基本定理を得る。

2



2. グリーンの定理

平面R2上の一直線上に無く互いに異なる三点 a, b, c ∈ R2を頂点とする閉三角形

T = ∆(a, b, c)

= {sa+ tb+ uc ∈ R2; s, t, u ∈ [0, 1], s+ t+ u = 1}
= {a+ s(b− a) + t(c− a); s, t ∈ [0, 1], s+ t ≤ 1}

上で定義された函数 f : T → Rが T 上微分可能であるとは、任意の x ∈ T 及び x+ h ∈ T

なる任意の h ∈ R2に対し f ′(x) ∈ R2及びRf (x;h) ∈ R2が在って

f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h = Rf (x;h) · h
lim
h→0

x+h∈T

Rf (x;h) = Rf (x; 0) = 0

を満たす事を謂う。ここに ·はR2に於ける内積である。f ′(x) ∈ R2をf ′(x) = (∂1f(x), ∂2f(x))

と座標表示する事により函数

∂if : T ∋ x 7→ ∂if(x) ∈ R

が定まる。T 上微分可能な函数 p.qに対し一形式 ω = pdx1 + qdx2を考える。その外微分
としての二形式は dω = (∂1q − ∂2p)dx1 ∧ dx2で与えられる。ここに現れる函数
T ∋ x 7→ ∂1q(x)− ∂2p(x) ∈ Rを f と表し以降 f は T 上連続であると仮定する。

さて三角形 T = ∆(a, b, c)を各辺の中点

a′ =
1

2
(b+ c), b′ =

1

2
(c+ a), c′ =

1

2
(a+ b)

を基に四つの三角形

T (1) = ∆(a, c′, b′)

= {a+ s(b− a) + t(c− a); s, t ∈ [0, 1/2], s+ t ∈ [0, 1/2]}
T (2) = ∆(b, a′, c′)

= {a+ s(b− a) + t(c− a); s ∈ [1/2, 1], t ∈ [0, 1/2], s+ t ∈ [1/2, 1]}
T (3) = ∆(c, b′, a′)

= {a+ s(b− a) + t(c− a); s ∈ [0, 1/2], t ∈ [1/2, 1], s+ t ∈ [1/2, 1]}
T (4) = ∆(a′, b′, c′)

= {a+ s(b− a) + t(c− a); s, t ∈ [0, 1/2], s+ t ∈ [1/2, 1]}

に分ける。このとき T =
4∪

j=1

T (j)であり i ̸= jならば Int T (i) ∩ Int T (j) = ∅となる。
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故に等式 ∫
T

dω =
4∑

j=1

∫
T (j)

dω

が成立つ。また a, bを結ぶ有向線分を

[a, b] = {a+ t(b− a) ∈ R2; t ∈ [0, 1]}

等と表し三角形の境界に反時計回りの向きを与えれば∫
∂T

ω =

∫
∂∆(a,b,c)

ω =

∫
[a,b]

ω +

∫
[b,c]

+

∫
[c,a]

ω

=

(∫
[a,c′]

+

∫
[c′,b]

)
ω +

(∫
[b,a′]

+

∫
[a′,c]

)
ω +

(∫
[c,b′]

+

∫
[b′,a]

)
ω

=

(∫
[a,c′]

+

∫
[b′,a]

)
ω +

(∫
[b,a′]

+

∫
[c′,b]

)
ω +

(∫
[c,b′]

+

∫
[a′,c]

)
ω

=

(∫
[a,c′]

+

∫
[c′,b′]

+

∫
[b′,a]

)
ω +

∫
[b′,c′]

ω

+

(∫
[b,a′]

+

∫
[a′,c′]

+

∫
[c′,b]

)
ω +

∫
[c′,a′]

ω

+

(∫
[c,b′]

+

∫
[b′,a′]

+

∫
[a′,c]

)
ω +

∫
[a′,b′]

ω

=

∫
∂∆(a,c′,b′)

ω +

∫
∂∆(b,a′,c′)

ω +

∫
∂∆(c,b′,a′)

ω +

∫
∂∆(a′,b′,c′)

ω

となるので ∫
∂T

ω −
∫
T

dω =
4∑

j=1

(∫
∂T (j)

ω −
∫
T (j)

dω

)
が従う。そこで

max
1≤j≤4

|
∫
∂T (j)

ω −
∫
T (j)

dω|

を与える三角形を一つ取り T1 = ∆(a1, b1, c1)と表す事にすると

|
∫
∂T

ω −
∫
T

dω| ≤ 4|
∫
∂T1

ω −
∫
T1

dω|

T1 ⊂ T, |∂T1| = 2−1|∂T |, |T1| = 4−1|T |

が成立つ。ここに三角形∆の周の長さ及び面積を夫々|∂∆|及び |∆|とする。
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この議論を繰り返す事により任意のm ∈ Z>0に対し Tm = ∆(am, bm, cm)なる閉三角形が
存在し

|
∫
∂T

ω −
∫
T

dω| ≤ 4m|
∫
∂Tm

ω −
∫
Tm

dω|

Tm ⊂ Tm−1 ⊂ · · · ⊂ T1 ⊂ T, diam Tm = 2−m diam T

|∂Tm| = 2−m|∂T |, |Tm| = 4−m|T |

とする事が出来る。このとき

{ξ} =
∩
m≥1

Tm

なる ξ ∈ T が唯一つ存在する。さて∫
∂Tm

dxi = 0,

∫
∂Tm

(xi − ξi)dxi = 0

　∫
∂Tm

(x1 − ξ1)dx2 = −
∫
∂Tm

(x2 − ξ2)dx1 = |Tm|

である事に注意すると、等式∫
∂Tm

ω −
∫
Tm

dω

=

∫
∂Tm

(p(x)− p(ξ)− p′(ξ) · (x− ξ))dx1 + p′(ξ) ·
∫
∂Tm

(x− ξ)dx1

+

∫
∂Tm

(q(x)− q(ξ)− q′(ξ) · (x− ξ))dx2 + q′(ξ) ·
∫
∂Tm

(x− ξ)dx2 −
∫
Tm

f(x)dx

=

∫
∂Tm

Rp(ξ; x− ξ) · (x− ξ)dx1 − ∂2p(ξ)|Tm|

+

∫
∂Tm

Rq(ξ; x− ξ) · (x− ξ)dx2 + ∂1q(ξ)|Tm| −
∫
Tm

f(x)dx

=

∫
∂Tm

Rp(ξ; x− ξ) · (x− ξ)dx1 +

∫
∂Tm

Rq(ξ;x− ξ) · (x− ξ)dx2

+

∫
Tm

(f(ξ)− f(x))dx
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が成立つ。これより

|
∫
∂Tm

ω −
∫
Tm

dω|

≤ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|Rp(ξ;h)| · diam Tm · |∂Tm|

+ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|Rq(ξ;h)| · diam Tm · |∂Tm|

+ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|f(ξ)− f(ξ + h)| · |Tm|

= sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|Rp(ξ;h)| · 2−mdiam T · 2−m|T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|Rq(ξ;h)| · 2−mdiam T · 2−m|T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|f(ξ)− f(ξ + h)| · 4−m|T |

を得る。従って不等式

|
∫
∂T

ω −
∫
T

dω|

≤ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

(|Rp(ξ;h)|+ |Rq(ξ;h)|) · diam T · |∂T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|f(ξ)− f(ξ + h)| · |T |

が成立ち右辺はm → ∞で 0に収束するので次のグリーン定理を得る。

定理１　（閉三角形上のグリーンの定理）　閉三角形 T 上で微分可能な函数 p, qを係数と
する一形式 ω = pdx1 + qdx2に対しその外微分 dω = (∂1q− ∂2p)dx1 ∧ dx2の係数としての
函数 f = ∂1q − ∂2pが T 上連続であれば次の等式が成立つ：∫

∂T

ω =

∫
T

dω

註１　 p, qはC1級である事を仮定していないので上の定理は複素解析に於けるコーシー・
リーマンの関係式からコーシーの積分定理を導く事が可能な形と成っている。

註２　 φ : R → Rを微分可能でその導函数 φ′は不連続な函数とし p(x1, x2) = x2φ(x1),
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q(x1, x2) =
∫ x1

0
φ(t)dtと置くと pはC1級ではないが ∂1q− ∂2p = 0は連続であるので定理

１が適用可能である。

定理２　（二鎖体上のグリーンの定理）　 U を R2の開集合とし ωを U 上で微分可能な
函数 p, qを係数とする一形式とする：

ω = pdx1 + qdx2

ωの外微分 dω = (∂1q− ∂2p)dx1 ∧ dx2の係数としての函数 f = ∂1q− ∂2pはU 上連続であ
るとする。このとき U 内の任意の二鎖体 σに対し次の等式が成立つ：∫

∂σ

ω =

∫
σ

dω

（証明）　二鎖体は二単体の線型結合で表されるので夫々の二単体で示せば充分である。
証明は閉三角形特に標準二単体の場合に帰着される。

3. ガウスの定理

　空間R3内の一次独立な系を成す三点 a, b, c ∈ R3及び原点 0を頂点とする閉三角錐

T = ∆(0, a, b, c)

= {sa+ tb+ uc ∈ R3; s, t, u ∈ [0, 1], s+ t+ u ∈ [0, 1]}

上で定義された函数 f : T → Rが T 上微分可能であるとは、任意の x ∈ T 及び x+ h ∈ T

なる任意の h ∈ R3に対し f ′(x) ∈ R3及びRf (x;h) ∈ R3が在って

f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h = Rf (x;h) · h

lim
h→0

x+h∈T

Rf (x;h) = Rf (x; 0) = 0

を満たす事を謂う。ここに ·はR3に於ける内積である。f ′(x) ∈ R3を
f ′(x) = (∂1f(x), ∂2f(x), ∂3f(x))と座標表示する事により函数

∂if : T ∋ x 7→ ∂if(x) ∈ R

が定まる。T 上微分可能な函数 p, q, rに対し二形式

ω = pdx2 ∧ dx3 + qdx3 ∧ dx1 + rdx1 ∧ dx2

を考える。その外微分としての三形式は

dω = (∂1p+ ∂2q + ∂3r)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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で与えられる。ここに現れる函数

T ∋ x 7→ ∂1p(x) + ∂2q(x) + ∂3r(x) ∈ R

を f と表し以降 f は T 上連続であると仮定する。

さて三角錐 T = ∆(0, a, b, c)を各辺の中点

a′ =
1

2
(b+ c), b′ =

1

2
(c+ a), c′ =

1

2
(a+ b),

a′′ =
1

2
a, b′′ =

1

2
b, c′′ =

1

2
c

を基に八つの三角錐

T (1) = ∆(0, a′′, b′′, c′′)

= {sa+ tb+ uc; s, t, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [0, 1/2]}
T (2) = ∆(a′′, a, c′, b)

= {sa+ tb+ uc; s ∈ [1/2, 1], t, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1]}
T (3) = ∆(b′′, b, a′, c′)

= {sa+ tb+ uc; t ∈ [1/2, 1], s, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1]}
T (4) = ∆(c′′, c, b′, a′)

= {sa+ tb+ uc; u ∈ [1/2, 1], s, t ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1]}
T (5) = ∆(a′′, a′, b′′, c′)

= {sa+ tb+ uc; s, t, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1], s+ t, s+ u ∈ [0, 1/2]}
T (6) = ∆(a′′, a′, c′′, b′)

= {sa+ tb+ uc; s, t, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1], s+ t ∈ [0, 1/2], s+ u ∈ [1/2, 1]}
T (7) = ∆(a′′, a′, c′, b′′)

= {sa+ tb+ uc; s, t, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1], s+ t ∈ [1/2, 1], s+ u ∈ [0, 1/2]}
T (8) = ∆(a′′, a′, b′, c′)

= {sa+ tb+ uc; s, t, u ∈ [0, 1/2], s+ t+ u ∈ [1/2, 1], s+ t ∈ [1/2, 1], s+ u ∈ [1/2, 1]}

に分ける。このとき T =
8∪

j=1

T (j)であり i ̸= jならば Int T (i) ∩ Int T (j) = ∅となる。

故に等式 ∫
T

dω =
8∑

j=1

∫
T (j)

dω

が成立つ。さて、三単体としての T の境界 ∂T は定義により

∂T = ∂∆(0, a, b, c)

= ∆(a, b, c)−∆(0, b, c) + ∆(0, a, c)−∆(0, a, b)
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と表され夫々の三角形は前節の議論により

∆(a, b, c) = ∆(a, c′, b′) + ∆(c′, b, a′) + ∆(a′, c, b′) + ∆(a′, b′, c′)

∆(0, b, c) = ∆(0, b′′, c′′) + ∆(b′′, b, a′) + ∆(a′, c, c′′) + ∆(a′, c′′, b′′)

∆(0, a, c) = ∆(0, a′′, c′′) + ∆(a′′, a, b′) + ∆(b′, c, c′′) + ∆(b′, c′′, a′′)

∆(0, a, b) = ∆(0, a′′, b′′) + ∆(a′′, a, c′) + ∆(c′, b, b′′) + ∆(c′, b′′, a′′)

と表される。一方

∂T (1) = ∂∆(0, a′′, b′′, c′′)

= ∆(a′′, b′′, c′′)−∆(0, b′′, c′′) + ∆(0, a′′, c′′)−∆(0, a′′, b′′)

∂T (2) = ∂∆(a′′, a, c′, b′)

= ∆(a, c′, b′)−∆(a′′, c′, b′) + ∆(a′′, a, b′)−∆(a′′, a, c′)

∂T (3) = ∂∆(b′′, b, a′, c′)

= ∆(b, a′, c′)−∆(b′′, a′, c′) + ∆(b′′, b, c′)−∆(b′′, b, a′)

= ∆(c′, b, a′)−∆(b′′, a′, c′)−∆(c′, b, b′′)−∆(b′′, b, a′)

∂T (4) = ∂∆(c′′, c, b′, a′)

= ∆(c, b, a′)−∆(c′′, b′, a′) + ∆(c′′, c, a′)−∆(c′′, c, b′)

= ∆(a′, c, b′)−∆(c′′, b′, a′)−∆(a′, c, c′′) + ∆(b′, c, c′′)

となるので ∂T は

∂T = ( ∆(a, c′, b′)
(2)

+∆(c′, b, a′)
(3)

+∆(a′, c, b′)
(4)

+∆(a′, b′, c′))

− ( ∆(0, b′′, c′′)
(1)

+∆(b′′, b, a′)
(3)

+∆(a′, c, c′′)
(4)

+∆(a′, c′′, b′′))

+ ( ∆(0, a′′, c′′)
(1)

+∆(a′′, a, b′)
(2)

+∆(b′, c, c′′)
(4)

+∆(b′, c′′, a′′))

− ( ∆(0, a′′, b′′)
(1)

+∆(a′′, a, c′)
(2)

+∆(c′, b, b′′)
(3)

+∆(c′, b′′, a′′))

= (−∆(0, b′′, c′′) + ∆(0, a′′, c′′)−∆(0, a′′, b′′))

+ (∆(a, c′, b′) + ∆(a′′, a, b′)−∆(a′′, a, c′))

+ (∆(c′, b, a′)−∆(c′, b, b′′)−∆(b′′, b, a′))

+ (∆(a′, c, b′)−∆(a′, c, c′′) + ∆(b′, c, c′′))

+ ∆(a′, b′, c′)−∆(a′, c′′, b′′) + ∆(b′, c′′, a′′)−∆(c′, b′′, a′′)
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= ∂T (1) −∆(a′′, b′′, c′′)

+ ∂T (2) +∆(a′′, c′, b′)

+ ∂T (3) +∆(b′′, a′, c′)

+ ∂T (4) +∆(c′′, b′, a′)

+ ∆(a′, b′, c′)−∆(a′, c′′, b′′) + ∆(b′, c′′, a′′)−∆(c′, b′′, a′′)

と表される。一方

∂T (5) = ∂∆(a′′, a′, b′′, c′′)

= ∆(a′, b′′, c′′)−∆(a′′, b′′, c′′) + ∆(a′′, a′, c′′)−∆(a′′, a′, b′′)

∂T (6) = ∂∆(a′′, a′, c′′, b′)

= ∆(a′, c′′, b′′)−∆(a′′, c′′, b′) + ∆(a′′, a′, b′)−∆(a′′, a′, c′′)

∂T (7) = ∂∆(a′′, a′, c′, b′′)

= ∆(a′, c′, b′′)−∆(a′′, c′, b′′) + ∆(a′′, a′, b′′)−∆(a′′, a′, c′)
:::::::::::

∂T (8) = ∂∆(a′′, a′, b′, c′)

= ∆(a′, b′, c′)−∆(a′′, b′, c′) + ∆(a′′, a′, c′)
:::::::::::

−∆(a′′, a′, b′)

と表されるので、等式

8∑
j=5

∂T (j) = ∆(a′, b′′, c′′)−∆(a′′, b′′, c′′)

+ ∆(a′, c′′, b′)−∆(a′′, c′′, b′)

+ ∆(a′, c′, b′′)−∆(a′′, c′, b′′)

+ ∆(a′, b′, c′)−∆(a′′, b′, c′)

= −∆(a′, c′′, b)−∆(a′′, b′′, c′′)

+ ∆(c′′, b′, a′) + ∆(b′, c′′, a′′)

+ ∆(b′′, a′, c′)−∆(c′, b′′, a′′)

+ ∆(a′, b′, c′) + ∆(a′′, c′, b′)

より

∂T =
8∑

j=1

∂T (j)

が従う。故に等式 ∫
∂T

ω =
8∑

j=1

∫
∂T (j)

ω

10



が成立つ。これより ∫
∂T

ω −
∫
T

dω =
8∑

j=1

(∫
∂T (j)

ω −
∫
T (j)

dω

)
を得る。そこで

max
1≤j≤8

|
∫
∂T (j)

ω −
∫
T (j)

dω|

を与える三角錐を一つ取り T1 = ∆(a1, b1, c1, d1)と表す事にすると

|
∫
∂T

ω −
∫
T

dω| ≤ 8|
∫
∂T1

ω −
∫
T1

dω|

T1 ⊂ T, |∂T1| = 4−1|∂T |, diam T1 = 2−1diam T, |T1| = 8−1|T |

が成立つ。ここに三角錐∆の表面積及び体積を |∂∆|及び |∆|とする。この議論を繰り返
す事により任意のm ∈ Z>0に対し Tm = ∆(am, bm, cm, dm) なる三角錐が存在し

|
∫
∂T

ω −
∫
T

dω| ≤ 8m|
∫
∂Tm

ω −
∫
Tm

dω|

Tm ⊂ Tm−1 ⊂ · · · ⊂ T1 ⊂ T, diam Tm = 2−mdiam T

|∂Tm| = 4−m|∂T |, |Tm| = 8−m|T |

とする事が出来る。このとき
{ξ} =

∩
m≥1

Tm

なる ξ ∈ T が唯一つ存在する。さて∫
∂Tm

dx1 ∧ dx2 =

∫
∂Tm

dx2 ∧ dx3 =

∫
∂Tm

dx3 ∧ dx1 = 0,

∫
∂Tm

(xi − ξi)dxi ∧ dxj = 0,

∫
∂Tm

(x1 − ξ1)dx2 ∧ dx3 =

∫
∂Tm

(x2 − ξ2)dx3 ∧ dx1 =

∫
∂Tm

(x3 − ξ3)dx1 ∧ dx2 = |Tm|

11



である事に注意すると、等式∫
∂Tm

ω −
∫
Tm

dω

=

∫
∂Tm

(p(x)− p(ξ)− p′(ξ) · (x− ξ))dx2 ∧ dx3 + p′(ξ) ·
∫
∂Tm

(x− ξ)dx2 ∧ dx3

+

∫
∂Tm

(q(x)− q(ξ)− q′(ξ) · (x− ξ))dx3 ∧ dx1 + q′(ξ) ·
∫
∂Tm

(x− ξ)dx3 ∧ dx1

+

∫
∂Tm

(r(x)− r(ξ)− r′(ξ) · (x− ξ))dx1 ∧ dx2 + r′(ξ) ·
∫
∂Tm

(x− ξ)dx1 ∧ dx2

−
∫
Tm

f(x)dx

=

∫
∂Tm

Rp(ξ; x− ξ) · (x− ξ)dx2 ∧ dx3 + ∂1p(ξ)|Tm|

+

∫
∂Tm

Rq(ξ;x− ξ) · (x− ξ)dx3 ∧ dx1 + ∂2q(ξ)|Tm|

+

∫
∂Tm

Rr(ξ;x− ξ) · (x− ξ)dx1 ∧ dx2 + ∂3r(ξ)|Tm| −
∫
Tm

f(x)dx

=

∫
∂Tm

Rp(ξ; x− ξ) · (x− ξ)dx2 ∧ dx3

+

∫
∂Tm

Rq(ξ;x− ξ) · (x− ξ)dx3 ∧ dx1

+

∫
∂Tm

Rr(ξ;x− ξ) · (x− ξ)dx1 ∧ dx2

+

∫
Tm

(f(ξ)− f(x))dx
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が成立つ。これより

|
∫
∂Tm

ω −
∫
Tm

dω|

≤ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|Rp(ξ;h)| · diam Tm · |∂Tm|

+ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|Rq(ξ;h)| · diam Tm · |∂Tm|

+ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|Rr(ξ;h)| · diam Tm · |∂Tm|

+ sup
|h|≤diam Tm

ξ+h∈T

|f(ξ)− f(ξ + h)| · |Tm|

= sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|Rp(ξ;h)| · 2−mdiam T · 4−m|∂T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|Rq(ξ;h)| · 2−mdiam T · 4−m|∂T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|Rr(ξ;h)| · 2−mdiam T · 4−m|∂T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|f(ξ)− f(ξ + h)| · 8−m|T |

を得る。従って不等式

|
∫
∂T

ω −
∫
T

dω|

≤ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

(|Rp(ξ;h)|+ |Rq(ξ;h)|+ |Rr(ξ;h)|) · diam T · |∂T |

+ sup
|h|≤2−mdiam T

ξ+h∈T

|f(ξ)− f(ξ + h)| · |T |

が成立ち右辺はm → ∞で 0に収束するので次のガウスの定理を得る。

定理３　（閉三角錐上のガウスの定理）　閉三角錐 T 上で微分可能な函数 p, q, rを係数と
する二形式ω = pdx2 ∧ dx3+ qdx3 ∧ dx1+ rdx1 ∧ dx2に対しその外微分 dω = (∂1p+ ∂2q+

∂3r)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3の係数としての函数 f = ∂1p+ ∂2q + ∂3r が T 上連続であれば次の等
式が成立つ： ∫

∂T

ω =

∫
T

dω
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註３　 p, q, rはC1級である事を仮定していない。φ : R → Rを微分可能でその導函数 φ′

は不連続な函数とし p(x1, x2, x3) = x1φ(x3), q(x1, x2, x3) = −x2φ(x3), r(x1, x2, x3) = 0と
置くと p, qはC1級ではないが ∂1p+ ∂2q + ∂3r = 0は連続であるので定理３が適用可能で
ある。

定理４　（三鎖体上のガウスの定理）　 U を R3の開集合とし ωを U 上で微分可能な函
数 p, q, rを係数とする二形式とする：

ω = pdx2 ∧ dx3 + qdx3 ∧ dx1 + rdx1 ∧ dx2

ωの外微分 dω = (∂1p+ ∂2q+ ∂3r)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3の係数としての函数 f = ∂1p+ ∂2q+ ∂3r

は U 上連続であるとする。このとき U 内の任意の三鎖体 σに対し次の等式が成立つ：∫
∂σ

ω =

∫
σ

dω

（証明）　定理２と同様に議論すれば良い。

4. ストークスの定理

　前節迄の議論を一般次元で行うには、標準単体に基づく鎖体よりも標準立方体に基づく
鎖体上で考える方が簡単である。そこで標準 n立方体R = [0, 1]n上での n形式

ω =
n∑

j=1

(−1)j−1fjdx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn

を考えよう。ここに各 fjはR上微分可能であるとし

f =
n∑

j=1

∂jfj

で定義される f は R上連続であると仮定する。さて Rの各辺を二等分し 2n個の立方体
R(i)(1 ≤ i ≤ 2n)に分割する：

R =
2n∪
i=1

R(i),

Int R(i) ∩ Int R(j) = ∅ (i ̸= j)

これより等式 ∫
R

dω =
2n∑
i=1

∫
R(i)

dω

∫
∂R

ω =
2n∑
i=1

∫
∂R(i)

ω
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が成立ち ∫
∂R

ω −
∫
R

dω =
2n∑
i=1

(

∫
∂R(i)

ω −
∫
R(i)

dω)

を得る。そこで

max
1≤i≤2n

|
∫
∂R(i)

ω −
∫
R(i)

dω|

を与えるR(i)を一つ選んでR1と表す事にすると

|
∫
∂R

ω −
∫
R

dω| ≤ 2n|
∫
∂R1

ω −
∫
R1

dω|

R1 ⊂ R, diam R1 = 2−1diam R, |∂R1| = 2−(n−1)|∂R|,
|R1| = 2−n|R|

が成立つ。ここに立方体Qの表面積及び体積を |∂Q|及び |Q|とする。この議論を繰り返
す事により任意のm ∈ Z>0に対し立方体Rmが存在し

|
∫
∂R

ω −
∫
R

dω| ≤ 2nm|
∫
∂Rm

ω −
∫
Rm

dω|

Rm ⊂ Rm−1 ⊂ · · · ⊂ R1 ⊂ R,

diam Rm = 2−mdiam R,

|∂Rm| = 2−(n−1)m|∂R|, |Rm| = 2−nm|R|

とする事が出来る。このとき
{ξ} =

∩
m≥1

Rm

なる ξ ∈ Rが唯一つ存在する。さて∫
∂Rm

dx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn = 0,∫
∂Rm

(xi − ξi)dx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn = (−1)i−1|Rm|δij

である事に注意すると等式∫
∂Rm

ω −
∫
Rm

dω

=
n∑

j=1

∫
∂Rm

(−1)j−1(f ′
j(x)− fj(ξ)− f ′

j(ξ) · (x− ξ))dx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn

+
n∑

j=1

(−1)j−1f ′
j(ξ) ·

∫
∂Rm

(x− ξ)dx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn −
∫
Rm

dω

=
n∑

j=1

(−1)j−1

∫
∂Rm

Rfj(ξ; x− ξ) · (x− ξ)dx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn

+

∫
Rm

(f(ξ)− f(x))dx
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が成立つ。これより　

|
∫
∂Rm

ω −
∫
Rm

dω|

≤
n∑

j=1

sup
|h|≤diam Rm

ξ+h∈R

|Rfj(ξ;h)| · diam Rm · |∂Rm|

+ sup
|h|≤diam Rm

ξ+h∈R

|f(ξ)− f(x)| · |Rm|

=
n∑

j=1

sup
|h|≤2−mdiam R

ξ+h∈R

|Rfj(ξ;h)| · 2−mdiam R · 2−(n−1)m|∂R|

+ sup
|h|≤2−mdiam R

ξ+h∈R

|f(ξ)− f(ξ + h)| · 2−nm|R|

を得る。従って不等式

|
∫
∂R

ω −
∫
R

dω|

≤
n∑

j=1

sup
|h|≤2−mdiam R

ξ+h∈R

|Rfj(ξ;h)| · diam R · |∂R|

+
n∑

j=1

sup
|h|≤2−mdiam R

ξ+h∈R

|f(ξ)− f(ξ + h)| · |R|

が成立ち右辺はm → ∞で 0に収束するので次のストークスの定理を得る。

定理５（閉 n立方体上のストークスの定理）閉 n立方体R上で微分可能な函数 f1, · · · , fn
を係数として含む (n− 1)形式

ω =
n∑

j=1

(−1)j−1fjdx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn

に対しその外微分

dω =

(
n∑

j=1

∂jfj

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

の係数としての函数 f =
n∑

j=1

∂jfjがR上連続であれば次の等式が成立つ：

∫
∂R

ω =

∫
R

dω
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定理６（n鎖体上のストークスの定理）U をRnの開集合とし ωをU 上で微分可能な函数
f1, · · · , fnを係数として含む (n− 1)形式とする：

ω =
n∑

j=1

(−1)j−1fjdx1∧
j

ˇ· · · · · ∧dxn

ωの外微分

dω =

(
n∑

j=1

∂jfj

)
dx1 ∧ · · · · ∧dxn

の係数としての函数 f =
n∑

j=1

∂jfj は U 上連続であるとする。このとき U 内の任意の（標

準立方体に基づく）n鎖体 σに対し次の等式が成立つ：∫
∂σ

ω =

∫
σ

dω

（証明）　定理２と同様に議論すれば良い。
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