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複素ベクトル空間Xに内積 (·, ·)が与えられているものとする。Xの一次独立な系 {fj; 1 ≤
j ≤ n}が与えれたとき次の性質を満たす一次独立系 {ej; 1 ≤ j ≤ n}の存在を考えよう：

(NOS1)　 1 ≤ j, k ≤ nなる任意の j, kに対し (ej, ek) = δjk

(NOS2)　 1 ≤ j ≤ nなる任意の jに対し

L.h.{ek; 1 ≤ k ≤ j} = L.h.{fk; 1 ≤ k ≤ j}

グラム・シュミットの方法によりこの様な{ej}を構成しよう。先ず{fj}の一次独立性よりf1 6=
0である。そこで f1を規格化して e1 = f1/‖f1‖ と置く。このときL.h.{e1} = {λe1; λ ∈ C} =

{λf1; λ ∈ C} = L.h.{f1}となる。次に L.h.{e1, e2} = L.h.{f1, f2} =

{
2∑

k=1

λkfk; λk ∈ C

}
か

つ (e2, e1) = 0となる e2を決定しよう。λ1, λ2 ∈ Cにより e2 = λ1f1 + λ2f2と表されているも
のとして e1との内積を取ると等式

(e2, e1) = λ1(f1, e1) + λ2(f2, e1)

が得られる。ここで
(e2, e1) = 0 ⇔ λ1(f1, e1) + λ2(f2, e1) = 0

である事に注目し後者の等式及び (f1, e1) = ‖f1‖を用いると

e2 = λ1f1 + λ2f2 =

(
−λ2

(f2, e1)

(f1, e1)

)
f1 + λ2f2

= −λ2
(f2, e1)

‖f1‖
f1 + λ2f2

= λ2(f2 − (f2, e1)e1)

を得る。逆に e2が最後の式で与えられるものとすると

(e1, f2 − (f2, e1)e1) = (e1, f2) − (f2, e1)(e1, e1)

= (e1, f2) − (e1, f2)‖e1‖2 = 0

となり直交条件 (e1, e2) = 0が従う。f2 − (f2, e1)e1 = 0ならば {f1, f2} は一次従属となって
しまうので f2 − (f2, e1)e1 6= 0となる。そこで λ2を

λ2 = 1/‖f2 − (f2, e1)e1‖

と定めると ‖e1‖ = 1が従う。e2の定義より e2 ∈ L.h.{f1, f2} であり dim L.h.{e1, e2} = 2 =

dim L.h.{f1, f2}となるから L.h.{e1, e2} = L.h.{f1, f2}が従う。

以下 j ≥ 3に対し次の性質を満たす {ek; 1 ≤ k ≤ j − 1}が構成出来たものとする：
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• 1 ≤ k, ` ≤ j − 1なる任意の k, `に対し (ek, e`) = δk,`

• 1 ≤ k ≤ j − 1なる任意の kに対し

L.h.{e`; 1 ≤ ` ≤ k} = L.h.{f`; 1 ≤ ` ≤ k}

このとき

• L.h.{ek; 1 ≤ k ≤ j} = L.h.{fk; 1 ≤ k ≤ j}

• ` ≤ j − 1 ⇒ (ej, e`) = 0

なる ejを決定しよう。λ1, · · · , λj ∈ Cにより ej =

j∑
k=1

λkfkと表されているものとする。

L.h.{fk; 1 ≤ k ≤ j − 1} = L.h.{ek; 1 ≤ k ≤ j − 1}であるから或る µ1, · · · , µj−1 ∈ C により

ej = λjfj +

j−1∑
`=1

µ`e`

と表される。そこで ` ≤ j − 1に対して e`との内積を取ると等式

(ej, e`) = λj(fj, e`) + µ`

が得られる。ここで
(ej, e`) = 0 ⇔ λj(fj, e`) + µ` = 0

である事に注目し後者の等式を用いると

ej = λjfj +

j−1∑
`=1

µ`e`

= λj

(
fj −

j−1∑
`=1

(fj, e`)e`

)

を得る。逆に ejが最後の式で与えられるものとすると k ≤ j − 1ならば

(ek, fj −
j−1∑
`=1

(fj, e`)e`) = (ek, fj) −
j−1∑
`=1

(fj, e`)(ek, e`)

= (ek, fj) − (fj, ek)‖ek‖2 = 0

となり直交条件 (ek, ej) = 0が従う。fj −
j−1∑
`=1

(fj, e`)e` = 0ならば fj ∈ L.h.{ek; 1 ≤ ` ≤

j − 1} = L.h.{f`; 1 ≤ ` ≤ j − 1}となり {f`; 1 ≤ ` ≤ j} は一次従属となってしまうので

fj −
j−1∑
`=1

(fj, e`)e` 6= 0となる。そこで λjを

λj = 1

/∥∥∥∥fj −
j−1∑
`=1

(fj, e`)e`

∥∥∥∥
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と定めると ‖ej‖ = 1が従う。ejの定義より ej ∈ L.h.{fk; 1 ≤ k ≤ j}であり dim L.h.{ek; 1 ≤
k ≤ j} = j = dim L.h.{fk; 1 ≤ k ≤ j}となるから L.h.{ek; 1 ≤ k ≤ j} = L.h.{fk; 1 ≤ k ≤ j}
が従う。

以上の議論を定理の形に纏めて置こう。直接証明する事は容易であろう。

定理 1.(グラム・シュミットの直交化法)　複素内積空間Xの任意の一次独立な系
{fj; 1 ≤ j ≤ n}に対し

e1 =
f1

‖f1‖
, e2 =

f2 − (f2, e1)e1

‖f2 − (f2, e1)e1‖
,

ej =

fj −
j−1∑
k=1

(fj, ek)ek

‖fj −
j−1∑
k=1

(fj, ek)ek‖

, 2 ≤ j ≤ n

と順に定めた {ej; 1 ≤ j ≤ n}は (NOS1)(NOS2)を満たす。

定理 2.(正規直交系の一意性)　内積を持った複素ベクトル空間に於いて高々可算個の一次独
立系に対する正規直交系は絶対値 1の複素数列倍を除いて一意に定まる。即ち与えられた一
次独立系 {fn; n ∈ Z>0}に対し二つの正規直交系 {en; n ∈ Z>0}及び {e′n; n ∈ Z>0}が存在し
て任意の n ∈ Z>0に対し

L.h.{ej; 1 ≤ j ≤ n} = L.h.{e′j; 1 ≤ j ≤ n} = L.h.{fj; 1 ≤ j ≤ n}

を満たすものとすると {αn; n ∈ Z>0} ⊂ Cが存在して任意の n ∈ Z>0に対し

en = αne
′
n, |αn| = 1

を満たす。更に、各 n ∈ Z>0に対し enの {fj; 1 ≤ j ≤ n} による一次結合表示に於いて fnの
係数を正または負のどちらか一方に揃えれば {en; n ∈ Z>0}は一意的に定まる。

注.　実ベクトル空間の場合は αn = 1または αn = −1の二通りである。

(証明)　 nに就いての帰納法による。L.h.{e1} = L.h.{e′1} = L.h.{f1}より a1, a
′
1 ∈ Cが存

在し e1 = a1f1, e′1 = a′
1f1 となる。‖e1‖ = ‖e′1‖ = 1, f1 6= 0であるから |a1| = |a′

1| 6= 0

が従う。α1 = a1/a
′
1 として e1 = α1e

′
1 を得る。n ≥ 2とし n − 1迄成立つものとする。

en ∈ L.h.{fj; 1 ≤ j ≤ n}と L.h.{fj; 1 ≤ j ≤ n − 1} = L.h.{ej; 1 ≤ j ≤ n − 1}更に
{ej; 1 ≤ j ≤ n} の一次独立性を用いると enは

en =
n−1∑
j=1

ajej + anfn, an 6= 0
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と表される。
{ej; 1 ≤ j ≤ n}の正規直交性より k ≤ n − 1なる任意の kに対し

0 = (en, ek) =
n−1∑
j=1

aj(ej, ek) + an(fn, ek) = ak + an(fn, ek),

ak = −an(fn, ek)

を得る。{e′j; 1 ≤ j ≤ n}に対しても同様に

e′n =
n−1∑
j=1

e′je
′
j + a′

nfn, a′
n 6= 0

と表して k ≤ n − 1なる任意の kに対し

a′
k = −a′

n(fn, e′k)

を得る。帰納法の仮定により {αj; 1 ≤ j ≤ n−1} ⊂ Cが存在し |αj| = 1, ej = αje
′
j, j ≤ n−1

を満たす。従って

ak = −an(fn, αke
′
k) = −anαk(fn, e

′
k) =

an

a′
n

αk(−a′
n(fn, ek)) =

an

a′
n

αka
′
k,

en =
n−1∑
j=1

(
an

a′
n

αja
′
j

)
ej + anfn

=
an

a′
n

(
n−1∑
j=1

a′
jαjej + a′

nfn

)

=
an

a′
n

(
n−1∑
j=1

a′
je

′
j + a′

nfn

)
=

an

a′
n

e′n

が成立つ。‖en‖ = ‖e′n‖ = 1より |an/a′
n| = 1を得る。よって αn = an/a′

nとすれば良い。

グラム・シュミットの直交化法は幾何学的観点からは自然であるが e1, e2, · · · と順々に構
成して行く為 {ej; 1 ≤ j ≤ n}を {fj; 1 ≤ j ≤ n}の一次結合で直接書き表している訳ではな
い。そこで二つの系の直接的な関係を知る為 n = 3の場合を計算しよう。先ず

e1 =
f1

‖f1‖

は定義自体が e1を f1で表したものとなっている。次に

e2 =
f2 − (f2, e1)e1

‖f2 − (f2, e1)e1‖

の右辺を {f1, f2}の一次結合で表す為にその分子を考える：

f2 − (f2, e1)e1 = f2 −
(

f2,
f1

‖f1‖

)
f1

‖f1‖

=
(f1, f1)f2 − (f2, f1)f1

‖f1‖2
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最後の分子を規格化したものが e2に等しいのでその長さを計算すれば良い。

‖(f1, f1)f2 − (f2, f1)f1‖2

= |(f1, f1)|2‖f2‖2 − 2Re((f1, f1)f2, (f2, f1)f1) + |(f2, f1)|2‖f1‖2

= ‖f1‖4‖f2‖2 − 2‖f1‖2(f2, f1)(f2, f1) + |(f2, f1)|2‖f1‖2

= ‖f1‖2(‖f1‖2‖f2‖2 − |(f2, f1)|2)

となるので

e2 =
(f1, f1)f2 − (f2, f1)f1

‖f1‖(‖f1‖2‖f2‖2 − |(f2, f1)|2)1/2

を得る。これを

e2 =
1√

G1G2

∣∣∣∣ (f1, f1) (f2, f1)

f1 f2

∣∣∣∣ =
1√

G1G2

∣∣∣∣ (f1, f1) f1

(f2, f1) f2

∣∣∣∣,
G1 = ‖f1‖2 = (f1, f1),

G2 =

∣∣∣∣ (f1, f1) (f1, f2)

(f2, f1) (f2, f2)

∣∣∣∣
と表す事にする。このとき

e1 =
1√
G1

f1

となる。最後に

e3 =
f3 − (f3, e2)e2 − (f3, e1)e1

‖f3 − (f3, e2)e2 − (f3, e1)e1‖

の右辺を {f1, f2, f3}の一次結合で表す為にその分子を考える：

(f3, e1)e1 =
(f3, f1)f1

G1

,

(f3, e2)e2 =
1

G1G2

((f3, (f1, f1)f2 − (f2, f1)f1)e2)

=
1

G1G2

(((f1, f1)(f3, f2) − (f2, f1)(f3, f1))e2)

=
1

G1G2

((f1, f1)(f3, f2) − (f1, f2)(f3, f1))(f1, f1)f2

− 1

G1G2

((f1, f1)(f3, f2) − (f1, f2)(f3, f1))(f2, f1)f1
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となるので

f3 − (f3, e2)e2 − (f3, e1)e1

=
1

G2

((f1, f1)(f2, f2) − (f1, f2)(f2, f1))f3

− 1

G2

((f1, f1)(f3, f2) − (f1, f2)(f3, f1))f2

+
1

G1G2

((f1, f1)(f3, f2) − (f1, f2)(f3, f1))(f2, f1)f1

− 1

G1G2

((f1, f1)(f2, f2) − (f1, f2)(f2, f1))(f3, f1)f1

=
1

G2

((f1, f1)(f2, f2) − (f1, f2)(f2, f1))f3

− 1

G2

((f1, f1)(f3, f2) − (f1, f2)(f3, f1))f2

+
1

G2

((f3, f2)(f2, f1) − (f2, f2)(f3, f1))f1

を得る。最後の右辺に現れる分子、即ち各辺にG2を掛けたものを規格化したものが e3に等
しいのでその長さを計算すれば良い。その為に

A1 = (f3, f2)(f2, f1) − (f2, f2)(f3, f1) =

∣∣∣∣ (f2, f1) (f3, f1)

(f2, f2) (f3, f2)

∣∣∣∣,
A2 = (f1, f2)(f3, f1) − (f1, f1)(f3, f2) =

∣∣∣∣ (f1, f1) (f1, f2)

(f3, f1) (f3, f2)

∣∣∣∣,
A3 = (f1, f1)(f2, f2) − (f1, f2)(f2, f1) =

∣∣∣∣ (f1, f1) (f2, f1)

(f1, f2) (f2, f2)

∣∣∣∣ = G2

と置いてA3f3 + A2f2 + A1f1の長さを求めよう：

‖A3f3 + A2f2 + A1f1‖2

= |A3|2‖f3‖2 + |A2|2‖f2‖2 + |A1|2‖f1‖2

+ 2Re(A3A2(f3, f2)) + 2Re(A2A1(f2, f1)) + 2Re(A3A1(f3, f1))
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右辺の各項を展開する。先ず自乗の項を考えると

|A3|2‖f3‖2 = G2
2‖f3‖2 = G2(‖f1‖2‖f2‖2‖f3‖2 − |(f1, f2)|2‖f3‖2),

|A2|2‖f2‖2 = |(f1, f2)(f3, f1) − (f1, f1)(f3, f2)|2‖f2‖2

= |(f1, f2)(f3, f1)|2‖f2‖2 + |(f1, f1)(f3, f2)|2‖f2‖2

− 2Re((f1, f2)(f3, f1)(f1, f1)(f3, f2))‖f2‖2

= |(f1, f2)|2|(f3, f1)|2‖f2‖2 + |(f2, f3)|2‖f1‖4‖f2‖2

− 2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))‖f1‖2‖f2‖2,

|A1|2‖f1‖2 = |(f3, f2)(f2, f1) − (f2, f2)(f3, f1)|2‖f1‖2

= |(f3, f2)(f2, f1)|2‖f1‖2 + |(f2, f2)(f3, f1)|2‖f1‖2

− 2Re((f3, f2)(f2, f1)(f2, f2)(f3, f1))‖f1‖2

= |(f1, f2)|2|(f2, f3)|2‖f1‖2 + |(f3, f1)|2‖f1‖2‖f2‖4

− 2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))‖f1‖2‖f2‖2

となるから

|A3|2‖f2‖2 + |A2|2‖f2‖2 + |A1|2‖f1‖2

= G2(‖f1‖2‖f2‖2‖f3‖2 − |(f1, f2)|2‖f3‖2)

+ |(f1, f2)|2(|(f3, f1)|2‖f2‖2 + |(f2, f3)|2‖f1‖2)

+ ‖f1‖2‖f2‖2(|(f2, f3)|2‖f1‖2 + |(f3, f1)|2‖f2‖2)

− 4Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))‖f1‖2‖f2‖2

を得る。

同様にして

Re(A3A2(f3, f2))

= G2Re(((f1, f2)(f3, f1) − (f1, f1)(f3, f2))(f3, f2))

= G2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1)) − G2‖f1‖2|(f2, f3)|2,
Re(A2A1(f2, f1))

= Re(((f1, f2)(f3, f1) − (f1, f1)(f3, f2))((f3, f2)(f2, f1) − (f2, f2)(f3, f1))(f2, f1))

= Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))|(f1, f2)|2 − |(f1, f2)|2|(f3, f1)|2‖f2‖2

− ‖f1‖2|(f2, f3)|2|(f1, f2)|2 + Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))‖f1‖2‖f2‖2,

Re(A3A1(f3, f1))

= G2Re(((f3, f2)(f2, f1) − (f2, f2)(f3, f1))(f3, f1))

= G2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1)) − G2‖f2‖2|(f3, f1)|2

より

2Re(A3A2(f3, f2)) + 2Re(A2A1(f2, f1)) + 2Re(A3A1(f3, f1))

= 4G2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1)) − 2G2(‖f1‖2|(f2, f3)|2 + ‖f2‖2|(f3, f1)|2)
+ 2(|(f1, f2)|2 + ‖f1‖2‖f2‖2)Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))

− 2|(f1, f2)|2(|(f3, f1)|2‖f2‖2 + |(f3, f2)|2‖f1‖2)
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を得る。

さてこれで ‖A3f3 + A2f2 + A1f1‖2の全ての展開を得たので各項を次の様に分類してその和
を考えよう。

• G2を因子として持つ項の和

G2[4Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1)) − 2(‖f1‖2|(f2, f3)|2 + ‖f2‖2|(f3, f1)|2)
+ ‖f1‖2‖f2‖2‖f3‖2 − |(f1, f2)|2‖f3‖2]

• G2を因子として持たずRe((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))を因子として持つ項の和

− 4Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))‖f1‖2‖f2‖2

+ 2(|(f1, f2)|2 + ‖f1‖2‖f2‖2)Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))

= −2G2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))

• G2もRe((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1))も因子として持たない項の和

(|(f1, f2)|2 + ‖f1‖2‖f2‖2)(|(f3, f1)|2‖f2‖2 + |(f2, f3)|2‖f1‖2)

− 2|(f1, f2)|2(|(f3, f1)|2‖f2‖2 + |(f3, f2)|2‖f1‖2)

= G2(|(f2, f3)|2‖f1‖2 + |(f3, f1)|2‖f2‖2)

従って

‖A3f3 + A2f2 + A1f1‖2

= G2[2Re((f1, f2)(f2, f3)(f3, f1)) − |(f2, f3)|2‖f1‖2 − |(f3, f1)|2‖f2‖2

+‖f1‖2‖f2‖2‖f3‖2 − |(f1, f2)|2‖f3‖2]

= G2[‖f1‖2‖f2‖2‖f3‖2 − ‖f1‖2|(f2, f3)|2

−|(f1, f2)|2‖f3‖2 + (f2, f1)(f3, f2)(f1, f3)

−|(f1, f3)|2‖f2‖2 + (f1, f2)(f2, f3)(f3, f1)]

= G2[(f1, f1)((f2, f2)(f3, f3) − (f3, f2)(f2, f3))

−(f2, f1)((f1, f2)(f3, f3) − (f3, f2)(f1, f3))

+(f3, f1)((f1, f2)(f2, f3) − (f1, f3)(f2, f2))]

= G2

∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f1, f2) (f1, f3)

(f2, f1) (f2, f2) (f2, f3)

(f3, f1) (f3, f2) (f3, f3)

∣∣∣∣∣∣∣ ≡ G2G3

となる。e2の記法に倣い

A3f3 + A2f2 + A1f1 =

∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f2, f1) (f3, f1)

(f1, f2) (f2, f2) (f3, f2)

f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f1, f2) f1

(f2, f1) (f2, f2) f2

(f3, f1) (f3, f2) f3

∣∣∣∣∣∣∣
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とすれば

e3 =
1√

G2G3

∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f2, f1) (f3, f1)

(f1, f2) (f2, f2) (f3, f2)

f1 f2 f3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1√

G2G3

∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f1, f2) f1

(f2, f1) (f2, f2) f2

(f3, f1) (f3, f2) f3

∣∣∣∣∣∣∣
なる表現を得る。

上に見た様にグラム・シュミットの直交化法にはグラム行列が自然に現れる。実際、次が
成立つ。

定理 1.(グラム・シュミットの直交化法の直接表示)　X を内積を持つ複素ベクトル空間、
{fj; 1 ≤ j ≤ n}を一次独立系とする。

(1) Gj 及び |Gj|を夫々{f`; 1 ≤ ` ≤ j}に付随するグラム行列及びグラム行列式とする。
即ち

Gj =


(f1, f1) (f1, f2) · · · (f1, fj)

(f2, f1) (f2, f2) · · · (f2, fj)
...

...
...

(fj, f1) (fj, f2) · · · (fj, fj)

 , |Gj| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f1, f2) · · · (f1, fj)

(f2, f1) (f2, f2) · · · (f2, fj)
...

...
...

(fj, f1) (fj, f2) · · · (fj, fj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とする。このとき |Gj|は正の実数となる。

(2) 1 ≤ j ≤ nなる任意の jに対し

ej =
1√

|Gj−1||Gj|

j∑
i=1

∆ijfi

=
1√

|Gj−1||Gj|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(f1, f1) (f1, f2) · · · (f1, fj−1) f1

(f2, f1) (f2, f2) · · · (f2, fj−1) f2

...
...

...
...

(fj, f1) (fj, f2) · · · (fj, fj−1) fj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
と定める。但し |G−1| = |G0| = |G1| = 1, ∆ij はGnの (i, j)成分に関する余因子とす
る。即ち
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このとき {ej; 1 ≤ j ≤ n}は正規直交系を成す。

(3) (2)で定めた正規直交系とグラム・シュミットの直交化法による正規直交系は同じもの
である。特に (2)の ejと定理 1の ejは全ての j に対し一致する。

注.　Xは複素ベクトル空間としているのでGjの各成分は複素数でありGjは対称行列では
ない。

(証明)　 {fj; 1 ≤ j ≤ n}の一次独立性より 1 ≤ j ≤ nなる任意の jに対しdet Gj 6= 0である。
(fi, fj) = (fj, fi)より det Gj = det tGj = det Gjとなるから det Gjは実数である。1 ≤ j ≤ n

なる任意の jに対し ∥∥∥∥ j∑
i=1

∆ijfi

∥∥∥∥2

=

j∑
i=1

j∑
k=1

∆ij∆kj(fi, fk)

=

j∑
i=1

∆ij

(
j∑

k=1

∆kj(fk, fi)

)

=

j∑
i=1

∆ij(δij det Gj)

= ∆jj det Gj = det Gj−1 det Gj

が成立つ。よって det Gj−1 det Gj > 0であり det G−1 = det G0 = det G1 = 1より任意の jに
対し det Gj > 0が従う。以下 |Gj| = det Gj と表す事にする。1 ≤ i < j ≤ nなる任意の i, j
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に対し (ei, ej) = 0なる事は( i∑
k=1

∆kifk,

j∑
`=1

∆`jf`

)
=

i∑
k=1

j∑
`=1

∆ki∆`j(fk, f`)

=
i∑

k=1

∆ki

(
j∑

`=1

∆`j(f`, fk)

)

=
i∑

k=1

∆ki(δjk|Gj|) = 0

より従う。ここに 1 ≤ k ≤ i < j なる関係を用いた。また ‖ej‖ = 1 なる事は ej の定義
及び前の計算から従う。以上より (1)及び (2)は証明された。(3)は定理 2及び両者の ej の
{fk; 1 ≤ k ≤ j}による一次結合の fjの係数が

1√
|Gj−1||Gj|

∆jj =

√
|Gj−1|
|Gj|

,
1∥∥∥∥fj −

j−1∑
k=1

(fj, ek)ek

∥∥∥∥
と共に正である事から従う。
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