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球面上のラプラシアンを直交座標による表示を用いて具体的に考えてみよう。
x ∈ R

n\{0}に対しx = rω, r = |x|, ω = x/|x|と分解する事でR
n\{0}と (0,∞)×Sn−1

とを同一視する。R
n \ {0}上の滑らかな函数 uに対し ∂ruを

∂ru =
n∑

j=1

xj

|x|∂ju

と定義する。このとき ∂2
r について具体的に計算する事により

∂2
ru =

n∑
j=1

n∑
k=1

xj

|x|∂j
(
xk

|x|∂ku
)

=
n∑

j=1

n∑
k=1

xj

|x|
((

δjk − xjxk

|x|3
)
∂ku+

xk

|x|∂j∂ku
)

=
1

|x|2x · ∇u− |x|2
|x|4x · ∇u+

n∑
j=1

n∑
k=1

xjxk

|x|2 ∂j∂ku

=
n∑

j=1

n∑
k=1

xjxk

|x|2 ∂j∂ku

を得る。さて∑
j<k

(xj∂k − xk∂j)
2u

=
∑
j<k

(xj∂k − xk∂j)(xj∂ku− xk∂ju)

=
∑
j<k

xj∂k(xj∂ku− xk∂ju)−
∑
j<k

xk∂j(xj∂ku− xk∂ju)

=
∑
j<k

(x2
j∂

2
ku− xj∂ju− xjxk∂k∂ju)−

∑
j<k

(xk∂ku+ xkxj∂j∂ku− x2
k∂

2
ju)

=
∑
j �=k

x2
j∂

2
ku−

(
n∑

j=1

n∑
k=j+1

xj∂ju+
n∑

k=1

k−1∑
j=1

xk∂ku

)
−
(∑

j<k

xjxk∂k∂ju+
∑
j<k

xkxj∂j∂ku

)

=
∑
j �=k

x2
j∂

2
ku−

(
n∑

j=1

(n− j)xj∂ju+
n∑

k=1

(k − 1)xk∂ku

)

−
(

n∑
j=1

n∑
k=1

xjxk∂j∂ku−
n∑

j=1

x2
j∂

2
ju

)
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=

(∑
j �=k

x2
j∂

2
ku+

n∑
j=1

x2
j∂

2
ju

)
−

(
n∑

j=1

(n− j)xj∂ju+
n∑

j=1

(j − 1)xj∂ju

)
−

n∑
j=1

n∑
k=1

xjxk∂j∂ku

=
n∑

j=1

n∑
k=1

x2
j∂

2
ku− (n− 1)

n∑
j=1

xj∂ju−
n∑

j=1

n∑
k=1

xjxk∂j∂ku

= |x|2Δu− (n− 1)x · ∇u−
n∑

j=1

n∑
k=1

xjxk∂j∂ku

即ち、等式 ∑
j<k

(xj∂k − xk∂j)
2 = r2Δ− (n− 1)r∂r − r2∂2

ru

が従う。そこで
ΔSn−1 =

∑
j<k

(xj∂k − xk∂j)
2

と置くとラプラシアンの極座標表示

Δ = ∂2
r +

n− 1

r
∂r +

1

r2
ΔSn−1

が得られる。
これを定理として纏めておこう。

定理１　R
n \ {0}に於けるラプラシアンΔ =

n∑
j=1

∂2
j は動径微分 ∂r =

n∑
j=1

xj

|x|∂j及び角度

微分 Ljk = xj∂k − xk∂jによって次の様に表される：

Δ = ∂2
r +

n− 1

r
∂r +

1

r2
ΔSn−1 ,

但し r = |x| =
(

n∑
j=1

x2
j

)1/2

, ΔSn−1 =
∑

1≤j<k≤n

L2
jkとする。

次に、単位球面上のラプラシアンの表示について考えよう。

定理２　R
n \ {0}に於けるラプラシアンの角度方向部分は球面微分Lj = ∂j − xj

|x|∂rによっ
て次の様に表される：

1

r2
ΔSn−1 =

n∑
j=1

(
∂j − xj

|x|∂r
)2

(証明)　交換関係
[
∂r,

xj

|x| ·
]
= 0, [∂r, ∂j] = − 1

|x|∂j +
xj

|x|2∂rに注意して計算する。
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n∑
j=1

(
∂j − xj

|x|∂r
)2

u

=
n∑

j=1

∂j

(
∂j − xj

|x|∂r
)
u

−
n∑

j=1

xj

|x|∂r
(
∂j − xj

|x|∂r
)
u

= Δu−
n∑

j=1

(
1

|x| −
x2
j

|x|3
)
∂ru− ∂2

ru

−
n∑

j=1

xj

|x|
(
∂j∂ru− 1

|x|∂ju+
xj

|x|2∂ru
)
+

n∑
j=1

xj

|x|
xj

|x|∂
2
ru

= Δu− n− 1

|x| ∂ru− ∂2
ru

−∂2
ru+

1

|x|∂ru− 1

|x|∂ru+ ∂2
ru

= Δu− n− 1

r
∂ru− ∂2

ru

よって定理１より定理２を得る。

単位球面上で定義された函数 u ∈ C2(Sn−1)に対し Eu ∈ C2(Rn \ {0})を (Eu)(x) =

u
(

x
|x|

)
で定めよう (E は拡張作用素 extension operatorであり、赤道写像 equator map

x �→ x/|x| による引き戻しである)。一方 v ∈ C2(Rn \ {0})に対して、その制限 Rv ∈
C2(Sn−1)が (Rv)(x) = v(x), x ∈ Sn−1で定まる。このとき

定理３　 u ∈ C2(Rn \ {0})に対し

ΔEu =
1

|x|2EΔSn−1u

が成立つ。単位球面上に制限すると

ΔSn−1 = R ◦Δ ◦ E

が成立つ。

C2(Rn \ {0}) Δ−−−→ C(Rn \ {0})
E

�⏐⏐ ⏐⏐R

C2(Sn−1) −−−−→
ΔSn−1

C(Sn−1)
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(証明)　等式

∂jE =
1

|x|E
(
∂j − xj

|x|∂r
)

に注意してΔEを計算する。

ΔEu =
n∑

j=1

∂2
jEu

=
n∑

j=1

∂j

(
1

|x|E
(
∂j − xj

|x|∂r
)
u

)

=
n∑

j=1

(
− xj

|x|3
)
E

(
∂j − xj

|x|∂r
)
u+

1

|x|2
n∑

j=1

E

(
∂j − xj

|x|∂r
)2

u

= −
n∑

j=1

xj

|x|3E∂ju+
n∑

j=1

x2
j

|x|4E∂ru+
1

|x|2E
(

n∑
j=1

(
∂j − xj

|x|∂r
)2

u

)

= − 1

|x|2E
(

n∑
j=1

xj

|x|∂ju
)

+
1

|x|2E∂ru+
1

|x|2E
(

1

|x|2ΔSn−1u

)

=
1

|x|2EΔSn−1u

ここで定理２を用いた。

u ∈ C∞(Rn \ {0})が球対称函数（動径函数 radial function）であるとは uの値が角度
方向に依らず動径方向にのみ依存する函数と定義する。即ち v ∈ C∞((0,∞))が存在し任
意の x ∈ R

n \ {0} に対し等式
u(x) = v(|x|)

が成立つ事を謂う。u ∈ C∞(Rn \ {0})が動径対称函数（球面函数 spherical function）で
あるとは uの値が動径方向に依らず角度方向にのみ依存する函数と定義する。即ち任意の
x ∈ R

n \ {0}に対し、等式
u(x) = u

(
x

|x|
)

が成立つ事を謂う。

動径函数に対し角度微分 Ljk = xj∂k − xk∂j及び球面微分 Lj = ∂j − xj

|x|∂rは消滅作用素
として働く。実際（上の記号で）

Ljku = (xj∂k − xk∂j)v(|x|)
= xj

xk

|x|v
′(|x|)− xk

xj

|x|v
′(|x|) = 0,

Lju =

(
∂j − xj

|x|∂r
)
v(|x|)

=
xj

|x|v
′(|x|)− xj

|x|
n∑

k=1

xk

|x|
xk

|x|v
′(|x|) = 0
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となるからである。また球面函数に対し動径微分 ∂r =
n∑

j=1

xj

|x|∂jは消滅作用素として働く。

実際

∂ru =
n∑

j=1

xj

|x|∂j
(
u

(
x

|x|
))

=
n∑

j=1

xj

|x|
n∑

k=1

∂j

(
xk

|x|
)
(∂ku)

(
x

|x|
)

=
n∑

j=1

xj

|x|
n∑

k=1

(
δjk
|x| −

xjxk

|x|3
)
(∂ku)

(
x

|x|
)

=
n∑

j=1

xj

|x|2 (∂ju)
(

x

|x|
)
−

n∑
k=1

n∑
j=1

x2
jxk

|x|4 (∂ku)

(
x

|x|
)

= 0

となるからである。

動径微分 ∂rは、動径伸長

Tθ : R
n \ {0} � x �−→ x+ θ

x

|x| ∈ R
n

の成す族 (Tθ; θ ≥ 0)の引き戻し (pullback)としての函数への作用

(T ∗
θ u)(x) = u(Tθx)

の生成作用素 (generator)

lim
θ↓0

θ−1(T ∗
θ u− u) =

d

dθ

∣∣∣∣
θ=0

T ∗
θ u = ∂ru

として理解される。(Tθ; θ ≥ 0)は T0 = idではあるが、動径函数の成す函数空間に制限し
て初めて半群を成す。

角度微分 Ljkは、(e1, · · · , en)をR
nの標準基底としたとき jk平面に於ける回転

Rjk
θ : Rn � x �−→ (xj cos θ − xk sin θ)ej + (xj sin θ − xk cos θ)ek +

∑
l �=j,k

xlel ∈ R
n

の成す一径数群 (Rjk
θ ; θ ∈ R)の引き戻しとしての函数への作用の生成作用素

lim
θ→0

θ−1
((

Rjk
θ

)∗
u− u

)
=

d

dθ

∣∣∣∣
θ=0

(
Rjk

θ

)∗
u = Ljku

として理解される。

球面微分 Ljは、（球面）接並進

Sj
θ : R

n \ {0} � x �−→ θ

(
ej − xj

|x|
x

|x|
)

∈ R
n
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の成す族 (Sj
θ ; θ ∈ R)の引き戻しとしての函数への作用の生成作用素

lim
θ→0

θ−1
((

Sj
θ

)∗
u− u

)
=

d

dθ

∣∣∣∣
θ=0

(
Sj
θ

)∗
u = Lju

として理解される。(Sj
θ ; θ ∈ R)は Sj

θ = idではあるが、群を成さない。

動径方向と球面上の接平面方向との直交性は、変換族のレベルでは

((Tθ − id)x) · ((Sj
θ − id)x)

= θ
x

|x| · θ
(
ej − xj

|x|
x

|x|
)

= θ2
(
xj

|x| −
xj

|x|
x

|x| ·
x

|x|
)

= 0

と理解され、微分作用素のレベルでは
n∑

j=1

xj

|x|Lj =
n∑

j=1

xj

|x|
(
∂j − xj

|x|∂r
)

= ∂r − ∂r = 0,

|∂ru|2+
n∑

j=1

|Lju|2

= |∂ru|2 +
n∑

j=1

(
|∂ju|2 − 2Re

(
xj

|x| ∂ru ∂ju

)
+

x2
j

|x|2 |∂ru|
2

)

= |∂ru|2 + |∇u|2 − 2Re (∂ru ∂ru) + |∂ru|2
= |∇u|2,

|∇u|2 =
n∑

j=1

∣∣∣∣Lju+
xj

|x|∂ru
∣∣∣∣
2

=
n∑

j=1

|Lju|2 + 2Re

(
n∑

j=1

xj

|x|Lju

)
∂ru+ |∂ru|2

=
n∑

j=1

|Lju|2 + |∂ru|2

と表現される。

最後に、球対称函数 (動径函数)の特徴付けを与えよう。以下では ρ > 0に対して函数
uρを uρ(x) = u(ρx)で定義する。

定理４　 n ≥ 2とする。u ∈ C∞(Rn \ {0}) に対し次は同値である。

(1) v ∈ C∞((0,∞))が在って、任意の x ∈ R
n \ {0} に対し u(x) = v(|x|)が成立つ。

(2) 任意の T ∈ O(n)に対し T ∗u = uとなる。即ち任意の x ∈ R
n \ {0} に対し u(Tx) =

u(x)が成立つ。

(3) 任意の T ∈ SO(n)に対し T ∗u = u

6



(4) 1 ≤ j ≤ nなる任意の jに対し ∂ju =
xj

|x|∂ru

(5) 1 ≤ j < k ≤ nなる任意の j, kに対し Ljku = 0

(6) 任意の ρ > 0に対しEuρは (xに存在しない)定数函数。

(証明)　

(1) ⇒ (2) : 直交行列は等距離変換を導く事により従う。

(2) ⇒ (3) : (3)は (2)の特別な場合である。

(3) ⇒ (1) : 任意の x ∈ R
n \ {0} に対し Tx ∈ SO(n)が在って Tx

x
|x| = e1 = (1, 0, · · · , 0)と

なる。そこで (0,∞)上の函数 vを v(r) = u(re1)と置く。このとき (3)により

u(|x|e1) = u

(
|x|Tx

x

|x|
)

= u(Txx) = u(x)

となるので (1)が従う。

(1) ⇒ (4) : ∂ju(x) = ∂jv(|x|) = xj

|x|v
′(|x|)であるから

xj

|x|∂ru =
n∑

k=1

xjxk

|x|2 ∂ku =
n∑

k=1

xjxk

|x|2 · xk

|x|v
′(|x|) = xj

|x|
n∑

k=1

x2
k

|x|2 v
′(|x|)

=
xj

|x|v
′(|x|) = ∂ju

(4) ⇒ (5) : ∂ju =
xj

|x|∂ru 及び ∂ku = xk

|x|∂ruを用いて

xk∂ju =
xkxj

|x| ∂ru =
xjxk

|x| ∂ru = xj∂ku

となるので Ljku = 0となる。

(5) ⇒ (4) : xk∂ju = xj∂ku であるから

xj

|x|∂ru =
n∑

k=1

xjxk

|x|2 ∂ku =
n∑

k=1

x2
k

|x|2∂ju = ∂ju

(4) ⇒ (6) : ∂juρ = ρ(∂ju)ρであるから (4)により(
∂juρ − xj

|x|∂ruρ

)
(x) = ρ

(
∂ju− xj

|x|∂ru
)
(ρx) = 0

従って ∂jEuρ =
1
|x|E(∂j − xj

|x|∂r)uρ = 0

(6) ⇒ (1) : Euρは xに依らず、ρのみに依存する定数の値を取るので、それを v(ρ)と表す。
このとき任意の x ∈ R

n \ {0}に対し (Euρ)(x) = v(ρ)となる。一方 (Euρ)(x) =

uρ(
x
|x|) = u(ρ x

|x|)である。従って、任意の ρ > 0と任意の x ∈ R
n \ {0}に対し

u(ρ x
|x|) = v(ρ)が成立つ。そこで ρ = |x|と置くと u(x) = v(|x|)となる。
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定理５　 n ≥ 2とし、u ∈ C∞(Rn \ {0})に対し次の条件を考える。

(7) ΔSn−1u = 0

このとき (1)-(6)の同値な性質の一つから (7)が従う。更に、u ∈ L2(Rn)および 1 ≤ j <

k ≤ nなる任意の j, kに対し Ljku ∈ L2(Rn)であると仮定すると (1)-(7)は同値である。

(証明)　

(5) ⇒ (7) : ΔSn−1u =
∑
j<k

L2
jku = 0

(7) ⇒ (5) : 部分積分により ∑
j<k

(L2
jku, u) = −

∑
j<k

‖Ljku‖2L2(Rn)

となるので (7)から (5)が従う。

注意　定理５の後半に於いて可積分性の条件は必要である。実際 u ∈ C∞(R2 \ {0})を
u(x, y) = Tan−1(x/y) で定めると L12u = 1, ΔS1u = L2

12u = 0であるから、(7)は成立つ
が (5)は成立しない。

参考文献： R.T. Seeley, Spherical harmonics, American Mathematical

Monthly 73 (1966) 115-121.

平井武、山下博、表現論入門セミナー、遊星社
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