
モースの補題

平成 26年 4月
小澤　徹

http://www.ozawa.phys.waseda.ac.jp/index2.html

　多様体のモース理論や振動積分の停留位相の方法に於いて重要なモースの補題は有限
次元空間ばかりでなく無限次元空間に於いても定式化される事が知られている。ここでは
実ヒルベルト空間上のモースの補題に就いて纏めて置こう。

定理（モースの補題）　Hを内積 (·|·)を持つ実ヒルベルト空間としHの開集合U上定義
されたCk+2級 (k ≥ 1)の実数値函数を f とする。x0 ∈ U は f の非退化臨界点であるとす
る。即ち f ′(x0) = 0 ∈ H ′ ≡ B(H;R)且つ f ′′ : H � ξ �→ f ′′(x0)(ξ, ·) ∈ H ′は線型同相であ
るとする。この時H の開集合 V と Ck級同相写像 ϕ : V → ϕ(V )と有界可逆対称作用素
A ∈ B(H) = B(H;H)が存在し次を満たす：

(i) x0 ∈ V ⊂ U, 0 = ϕ(x0) ∈ ϕ(V )

(ii) 任意の x ∈ V に対し等式

f(x)− f(x0) = (Aϕ(x)|ϕ(x))

が成立つ。

（証明）r > 0を取りB(x0; r) = {x ∈ H; ‖x− x0‖ < r} ⊂ U とする。任意の x ∈ B(x0; r)

に対し

f(x)− f(x0) =

∫ 1

0

f ′(θx+ (1− θ)x0)dθ(x− x0)

=

∫ 1

0

(
− d

dθ

(
(1− θ)f ′(θx+ (1− θ)x0)

)
+ (1− θ)f ′′(θx+ (1− θ)x0)(x− x0)

)
dθ(x− x0)

=

∫ 1

0

(1− θ)f ′′(θx+ (1− θ)x0)dθ(x− x0, x− x0) = g(x)(x− x0, x− x0)

と表しておく。ここに g(x)は

g(x) =

∫ 1

0

(1− θ)f ′′((1− θ)x+ θx0)dθ ∈ Bsym(H ×H;R)

即ちH上の有界対称双線型形式と見做す。このとき任意の ξ ∈ Hに対し g(x)(ξ, ·) : H �
η �−→ g(x)(ξ, η) ∈ Rは有界線型汎函数となり、リース対応 ι ∈ B(H ′;H)によりA(x, ξ) =

ι ◦ g(x)(ξ, ·)と定めると、等式 (
A(x, ξ)

∣∣η) = g(x)(ξ, η)が任意の (ξ, η) ∈ H × H に対し
て成り立つ。このとき A(x, ·) : H � ξ �−→ A(x, ξ) ∈ H は有界線型作用素となる。こ
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れを改めてA(x)と表せば、g(x)の対称性よりA(x)は有界対称作用素となる。更に等式
1
2
f ′′(x0)(ξ, η) = g(x0)(ξ, η) =

(
A(x0)ξ

∣∣η)が任意の (ξ, η) ∈ H ×Hに対して成り立つので、
非退化性の仮定よりA(x0) : H � ξ �−→ ι ◦ g(x0)(ξ, ·) = ι ◦ 1

2
f ′′(x0)(ξ, ·) ∈ H は線型同相、

特に可逆となる。f ′′ ∈ C
(
U ;B(H×H;R)

)
よりA : B(x0; r) � x �−→ A(x) ∈ B(H)は連続

であり、可逆作用素全体はB(H)の開集合であるから、0 < r′ < rなる r′が存在し任意の
x ∈ B(x0; r

′)に対しA(x)は可逆となる。x ∈ B(x0; r
′)に対しB(x) = A(x0)

−1A(x) ∈ B(H)

と置く。0 < ε < 1なる εを任意に取る。B(x0) = I より 0 < δ < r′なる δが存在し任意
の x ∈ B(x0; δ)に対し ‖I −B(x)‖ < εとする事が出来る。さて n ≥ 1に対し

Cn(x) = I −
n∑

j=1

(2j − 3)!!

(2j)!!
(I −B(x))j

を考える。但し 0!! = (−1)!! = 1とする。m > nに対し

‖Cm(x)− Cn(x)‖ ≤
m∑

j=n+1

(2j − 3)!!

(2j)!!
εj ≤

m∑
j=n+1

εj −→ 0

(m > n → ∞)であるから {Cn(x)} ⊂ B(H)は収束極限 C(x) ∈ B(H)を持つ。さて
0 ≤ t < 1なる tに対し

1− t = (
√
1− t)2 =

(
1−

∞∑
n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!
tn

)2

= 1− 2
∞∑
n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!
tn +

∞∑
l=2

( ∑
j+k=l
j+k≥1

(2j − 3)!! (2k − 3)!!

(2j)!! (2k)!!

)
tl

であるから任意の n ≥ 2に対し

2 · (2n− 3)!!

(2n)!!
=

∑
j+k=n
j,k≥1

(2j − 3)!! (2k − 3)!!

(2j)!! (2k)!!

が成立する。これより

C2
n(x)− B(x) =

(
I −

n∑
l=1

(2l − 3)!!

(2l)!!
(I −B(x))l

)2

− B(x)

= I − (I −B(x))− 2
n∑

l=1

(2l − 3)!!

(2l)!!
(I − B(x))l

+
2n∑
l=2

( ∑
j+k=l

1≤j,k≤n

(2j − 3)!! (2k − 3)!!

(2j)!! (2k)!!

)
(I −B(x))l −B(x)

=
2n∑

l=n+1

( ∑
j+k=l

1≤j,k≤n

(2j − 3)!! (2k − 3)!!

(2j)!! (2k)!!

)
(I − B(x))l
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を得る。故に

‖C2
n(x)− B(x)‖ ≤

2n∑
l=n+1

( ∑
j+k=l

1≤j,k≤n

(2j − 3)!! (2k − 3)!!

(2j)!! (2k)!!

)
‖I −B(x)‖l

≤ 2
2n∑

l=n+1

(2l − 3)!!

(2l)!!
εl ≤ 1

n+ 1

∞∑
l=n+1

εl −→ 0 (n → ∞)

が従う。これより

C(x) = I −
∞∑
n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!
(I −B(x))n = (I − (I − B(x)))1/2 = B(x)1/2

なる関係を得る。さて B(x) = A(x0)
−1A(x)より tB(x) = tA(x)tA(x0)

−1 = A(x)A(x0)
−1,

tB(x)A(x0) = A(x) = A(x0)B(x)が従う。故に

tCn(x)A(x0) =

(
I −

n∑
j=1

(2j − 3)!!

(2j)!!
(I − tB(x))j

)
A(x0)

= A(x0)

(
I −

n∑
j=1

(2j − 3)!!

(2j)!!
(I − B(x))j

)
= A(x0)Cn(x)

のB(H)に於ける極限として tC(x)A(x0) = A(x0)C(x)が成り立つ。これより

tC(x)A(x0)C(x) = A(x0)C(x)C(x) = A(x0)B(x) = A(x)

が得られる。 そこで ϕ(x) = C(x)(x− x0), x ∈ B(x0 ; δ), A = A(x0)と置くと

f(x)− f(x0) = g(x)(x− x0, x− x0 )

= (A(x)(x− x0) | x− x0 )

= ( tC(x)A(x0)C(x)(x− x0) | x− x0 )

= (A(x0)C(x)(x− x0) | C(x)(x− x0))

= (A(x0)ϕ(x) | ϕ(x) )

が得られる。 さて ϕ′(x0) = C(x0) = B(x0)
1/2 = I より, ϕは x0の或る開近傍で Ck級同

相を与える。

系　 (モースの補題)　H を内積 (· | ·)を持つ実ヒルベルト空間としH の開集合 U 上定
義された Ck+2級 (k ≥ 1)の実数値函数を f とする。x0 ∈ U は f の非退化臨界点である
とする。この時 0 ∈ H の開近傍W と Ck級同相写像 ψ : W → ψ(W )更にH の直交分解
H = M ⊕M⊥が存在し、次を満たす：

(i) x0 = ψ(0) ∈ ψ(W ) ⊂ U
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(ii) 任意の x ∈ W に対し等式

f(ψ(x))− f(ψ(0)) = ‖Px‖2 − ‖Qx‖2

が成立つ。ここに P : H → M 及びQ : H → M⊥は直交分解H = M ⊕M⊥に付随する
直交射影とする。

（証明）　 Ck 級同相写像 ϕ : V → ϕ(V )の逆写像 ϕ−1 : ϕ(V ) → V とすると任意の
x ∈ ϕ(V )に対し等式

f(ϕ−1(x))− f(ϕ−1(0)) = (Ax|x)
が成立つ。有界自己共軛作用素Aに対してRのボレル集合族B(R)上で一意的に定まる
スペクトル測度をE : B(R) → B(H)と表しHの閉部分空間M を

M = Ran E((0,∞)) = E((0,∞))H

で定める。Aは有界な逆を持つから0 ∈ ρ(A) = C\σ(A)でありε > 0が存在しE((−ε, ε)) =

0となる。任意に y ∈ M⊥を取る。任意の x ∈ Hに対し

(y|E((0,∞))x) = 0

が成立つ。この時

‖y − E((−∞, 0))y‖2 = ‖E((0,∞))y‖2
= (y|E((0,∞))2y) = (y|E((0,∞)y)) = 0

より y = E((−∞, 0))y ∈ Ran E((−∞, 0))を得る。一方、任意の x, y ∈ Hに対し

(E((−∞, 0))x|E((0,∞))y) = (E((0,∞))E((−∞, 0))x|y)
= (E((0,∞) ∩ (−∞, 0))x|y) = 0

よりE((−∞, 0))x ∈ (Ran E((0,∞)))⊥ = M⊥を得る。故にM⊥ = Ran E((−∞, 0))が成
立つ。これより直交分解H = M ⊕M⊥及び付随する直交射影 P = E((0,∞)) : H → M

及びQ = E((−∞, 0)) : H → M⊥を得る。M 及びM⊥はA-不変、即ちA(M) ⊂ M 及び
A(M⊥) ⊂ M⊥が成立つ。AのM への制限A|M : M → M は

(AE((0,∞))x|E((0,∞))x) =

∫ ||A||

ε

λ d‖E(λ)x‖2 ≥ 0

より正定符号でありAのM⊥への制限A|M⊥ : M⊥ → M⊥は

(AE((−∞, 0))x|E((−∞, 0))x) =

∫ −ε

−||A||
λd‖E(λ)x‖2 ≤ 0
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より負定符号となる。更にA|M 及び−A|M⊥は正定符号可逆有界作用素であり、夫々の
平方根 (A|M)1/2 : M → M 及び (−A|M⊥)1/2 : M⊥ → M⊥も可逆となる。従って

B = (A|M)−1/2P + (−A|M⊥)−1/2Q

はH上の可逆有界作用素となり、その逆はB−1 = (A|M)1/2P + (−A|M⊥)1/2Qで与えら
れる。さて ψ = ϕ−1 ◦ B : W ≡ B−1(ϕ(V )) → V と置くと 0 ∈ W で ψは Ck級同相とな
り任意の x ∈ W に対して等式

f(ψ(x))− f(ψ(0)) = f(ϕ−1(Bx))− f(ϕ−1(0))

= (ABx|Bx)

= (APBx|PBx) + (AQBx|QBx)

= ((A|M)1/2PBx|PBx)− ((−A|M⊥)1/2QBx|(−A|M⊥)1/2QBx)

= (Px|Px)− (Qx|Qx)

= ||Px||2 − ||Qx||2

が従う。

参考文献：

S. Lang, “Differential Manifolds,” Addison-Wesley, 1972.　
S. Lang, “Real and Functional Analysis,” Springer, 1983.　
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