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fは開区間 I ⊂ R上の (n+1)回微分可能な函数とする。定数M ≥ 0が在って任意のx ∈ I

に対し評価
|f (n+1)(x)| ≤ M

が成立っているものとする。このとき任意の a, x ∈ Iに対し

|f(x)−
n∑

k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
| ≤ M

|x− a|n+1

(n+ 1)!

が成立つ。ここで
n∑

k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!

を f の aに於ける n次のテイラー展開、

Rn(x) ≡ f(x)−
n∑

k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!

を n次の剰余項と謂う。

n = 0の場合は微分積分学の基本公式

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(y)dy (1)

の右辺の積分を

|f(x)− f(a)| ≤
∣∣∣∣
∫ x

a

|f ′(y)|dy
∣∣∣∣ ≤ M

∣∣∣∣
∫ x

a

dy

∣∣∣∣ = M |x− a|

と評価する事で示される。

(1)の右辺の積分から一次の項 f ′(a)(x− a)を取り出す為に被積分函数 f ′(y)を f ′(y) · 1
と見做して g′(y) = 1となる函数 gを見出す事で部分積分法の応用を考える。部分積分
による境界値として両端点 y = xと y = a からの寄与が見込まれるが f ′ は一次の項
f ′(a)(x− a)に y = aでの値のみ現れるので gは y = xで 0とならねばならない。よって
g′(y) = 1, g(x) = 0 を満たす g(y)は

g(y) =

∫ y

x

g′(t)dt =
∫ y

x

dt = y − x
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として求まる。(1)の右辺の積分に部分積分法を実行すると∫ x

a

f ′(y)dy =

∫ x

a

f ′(y)
d

dy
(y − x)dy

= [f ′(y)(y − x)]y=x
y=a −

∫ x

a

f ′′(y)(y − x)dy

= −f ′(a)(a− x)−
∫ x

a

f ′′(y)(y − x)dy

= f ′(a)(x− a) +

∫ x

a

f ′′(y)(x− y)dy (2)

と変形される。(2)の右辺の積分は∫ x

a

f ′′(y)
d

dy

(
−(x− y)2

2

)
dy =

[
−f ′′(y)

(x− y)2

2

]y=x

y=a

+

∫ x

a

f ′′′(y)
(x− y)2

2
dy

= f ′′(a)
(x− a)2

2
+

∫ x

a

f ′′′(y)
(x− y)2

2
dy (3)

(3)の右辺の積分は∫ x

a

f ′′′(y)
d

dy

(
−(x− y)3

3 · 2
)
dy =

[
−f ′′′(y)

(x− y)3

3 · 2
]y=x

y=a

+

∫ x

a

f ′′′′(y)
(x− y)3

3 · 2 dy

= f ′′′(a)
(x− a)3

3 · 2 +

∫ x

a

f ′′′′(y)
(x− y)3

3 · 2 dy

以下同様に ∫ x

a

f (k)(y)
(x− y)k−1

(k − 1)!
dy

=

∫ x

a

f (k)(y)
d

dy

(
−(x− y)k

k!

)
dy

=

[
−f (k)(y)

(x− y)k

k!

]y=x

y=a

+

∫ x

a

f (k+1)(y)
(x− y)k

k!
dy

= f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∫ x

a

f (k+1)(y)
(x− y)k

k!
dy

となるので

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∫ x

a

f (n+1)(y)
(x− y)n

n!
dy (4)

を得る。このとき剰余項は

|Rn(x)| = |
∫ x

a

f (n+1)(y)
(x− y)n

n!
dy| ≤ M |

∫ x

a

|x− y|n
n!

dy| = M
|x− a|n+1

(n+ 1)!

と評価される。
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等式 (4)は

f (n+1) · g − (−1)n+1f · g(n+1)

=

(
n∑

k=0

(−1)kf (n−k) · g(k)
)′

=

(
n∑

k=0

(−1)n−kf (k) · g(n−k)

)′

(5)

に於いて g(y) = (x−y)n

n!
とすれば g(n+1) = 0,

(−1)n−kg(n−k)(y) =
(x− y)k

k!
, 0 ≤ k ≤ n

となるので (5)の両辺を y変数に就き aから x迄積分し
∫ x

a

f (n+1)(y)
(x− y)n

n!
dy =

[
n∑

k=0

f (k)(y)
(x− y)k

k!

]y=x

y=a

= f(x)−
n∑

k=0

f (k)(a)
(x− a)k

k!

とする事でも得られる。(5)は逆ライプニッツ則とも謂われるもので(
n∑

k=0

(−1)kf (n−k) · g(k)
)′

=
n∑

k=0

(−1)kf (n+1−k) · g(k) +
n∑

k=0

(−1)kf (n−k) · g(k+1)

= f (n+1) · g +
n∑

k=1

(−1)kf (n+1−k) · g(k) +
n∑

k=0

(−1)kf (n−k) · g(k+1) + (−1)nf · g(n+1)

= f (n+1) · g +
n−1∑
j=0

(−1)j+1f (n−j) · g(j+1) +
n−1∑
k=0

(−1)kf (n−k) · g(k+1) + (−1)nf · g(n+1)

= f (n+1) · g + (−1)nf · g(n+1)

となる事により従う。

(1)から (4)を導くために次の様に考える方法もある。
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f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(y)dy

=

∫ x−a

0

f ′(x− t)dt

=

∫ x−a

0

f ′(x− t)
d

dt
t dt

= [f ′(x− t)t]t=x−a
t=0 +

∫ x−a

0

f ′′(x− t)t dt

= f ′(a)(x− a) +

∫ x−a

0

f ′′(x− t)
d

dt

(
t2

2

)
dt

= f ′(a)(x− a) +

[
f ′′(x− t)

t2

2

]t=x−a

t=0

+

∫ x−a

0

f ′′′(x− t)
t2

2
dt

= f ′(a)(x− a) + f ′′(a)
(x− a)2

2
+

∫ x−a

0

f ′′′(x− t)
d

dt

(
t3

3 · 2
)
dt

=
n∑

k=1

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∫ x−a

0

f (n+1)(x− t)
tn

n!
dt

=
n∑

k=1

f (k)(a)
(x− a)k

k!
+

∫ x

a

f (n+1)(y)
(x− y)n

n!
dy

代表的な例を挙げよう。

1. 指数函数：ex =
∞∑
n=0

1

n!
xn, x ∈ R

(証明)　 f(x) = exとすると任意の n ≥ 0に対し f (n)(x) = f(x), f (n)(0) = f(0) = 1

であり |f (n)(x)| ≤ e|x|であるから∣∣∣∣∣ex −
n∑

k=0

1

k!
xk

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(n+ 1)!
e|x| · |x|n+1 → 0 (n → ∞)

2. 正弦函数：sin x =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, x ∈ R

(証明)　 f(x) = sin xとすると f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sin x, f ′′′(x) = − cosx,

f ′′′′(x) = sin xであるから、任意の n ≥ 0に対し f (2n)(x) = (−1)n sin x,

f (2n+1)(x) = (−1)n cos x,

f (2n)(0) = 0, f (2n+1)(0) = (−1)n, |f (n)(x)| ≤ 1となり∣∣∣∣∣sin x−
n∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(2n+ 3)!
|x|2n+3 → 0 (n → ∞)
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3. 余弦函数：cos x =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, x ∈ R

(証明)　 f(x) = cos xとすると f ′(x) = − sin x, f ′′(x) = − cos x, f ′′′(x) = sin x,

f ′′′′(x) = cos xであるから、任意の n ≥ 0に対し f (2n)(x) = (−1)n cosx,

f (2n+1)(x) = (−1)n+1 sin x, f (2n)(0) = (−1)n, f (2n+1)(0) = 0, |f (n)(x)| ≤ 1となり∣∣∣∣∣cos x−
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(2n+ 2)!
|x|2n+2 → 0 (n → ∞)

注 1. 指数函数のテイラー展開について
テイラー展開の一般項の形から容易に覚えられる。

注 2.正弦函数のテイラー展開について

1. 奇数項のみから成る
これは正弦函数は奇函数であることの反映と考えられる。

2. 係数は±1を交互に取る
f (k)(x) = f(x+ k

2
π)より f (2n+1)(0) = f ′(nπ) となる。これは正弦函数をグラフに表

したとき零点 nπに於いて傾き (−1)nで x軸を横切る事に対応している。正弦函数
の周期性・振動性の反映と考えられる。

3. 最初の項は xである
これは sinx

x
→ 1(x → 0)を反映したものである。

注 3.余弦函数のテイラー展開について

1. 偶数項から成る
これは余弦函数は偶函数であることの反映と考えられる。

2. 係数は±1を交互に取る
f (k)(x) = f(x + k

2
π)より f (2n)(0) = f ′((n− 1

2
)π)となる。これは余弦函数をグラフ

に表したとき零点 (n− 1
2
)πに於いて傾き (−1)nで x軸を横切る事に対応している。

余弦函数の周期性・振動性の反映と考えられる。

3. 最初の項は 1である
これは cos 0 = 1を反映したものである。
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4. 二項級数
s > 0に対し f(x) = (1 + x)s, x ∈ [−1, 1]を考える。sは整数ならば通常の二項展開

f(x) =
s∑

k=0

(
s

k

)
xk,

(
s

k

)
=

s!

k!(s− k)!
=

s(s− 1) · · · (s− (k − 1))

k!

がテイラー展開を与えている。以下 sは非整数とする。x > −1に対し

f (k)(x) =

(
k−1∏
j=0

(s− j)

)
(1 + x)s−k

となる。そこで
(
s

k

)
=

1

k!

k−1∏
j=0

(s− j) =
s(s− 1) · · · (s− (k − 1))

k!
と置くと

Rn(x) =

∫ x

0

(x− y)n

n!
f (n+1)(y)dy

=
s(s− 1) · · · (s− n)

n!

∫ x

0

(x− y)n(1 + y)s−n−1dy

を得る。剰余項Rn(x)の n → ∞に於ける収束に就いて考える。nは充分大きいも
のとして考えて良いので n ≥ [s] + 2とすると次を得る：

∣∣∣∣s(s− 1) · · · (s− n)

n!

∣∣∣∣ = s
n∏

j=1

∣∣∣∣s− j

j

∣∣∣∣ = s

[s]∏
j=1

(
s

j
− 1

)
·

n∏
j=[s]+1

(
1− s

j

)

≤ s

[s]∏
j=1

(
s

j
− 1

)
≡ Cs

0 ≤ x ≤ 1 の場合:　 n ≥ [s] + 2に対し n− 1− s ≥ [s] + 1− s > 0故

|Rn(x)| ≤ Cs

∫ x

0

(x− y)n(1 + y)s−n−1dy

≤ Cs

∫ x

0

(x− y)ndy =
Cs

n+ 1
xn+1 ≤ Cs

n+ 1

となり
sup

0≤x≤1
|Rn(x)| ≤ Cs

n+ 1
→ 0 (n → ∞)

を得る。

−1 ≤ x ≤ 0 の場合:　先ず x > −1の場合を扱う為 0 < δ < 1 なる δ を取り閉区間
[−1 + δ, 0]上で考える。−1 + δ ≤ x < y ≤ 0ならば 0 < δ ≤ 1 + x < 1 + y ≤ 1より
0 < (1 + x)/(1 + y) < 1となるので∣∣∣∣x− y

1 + y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1 + x

1 + y
− 1

∣∣∣∣ = 1− 1 + x

1 + y
≤ 1− (1 + x) = −x ≤ 1− δ < 1
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を得る。よって

|Rn(x)| ≤ Cs

∣∣∣∣
∫ x

0

∣∣∣∣x− y

1 + y

∣∣∣∣
n

|1 + y|s−1dy

∣∣∣∣
≤ Cs(1− δ)n

∣∣∣∣
∫ x

0

|1 + y|s−1dy

∣∣∣∣
= Cs(1− δ)n

∫ 0

x

(1 + y)s−1dy

= Cs(1− δ)n
1

s
(1− (1 + x)s) ≤ Cs

s
(1− δ)n

となり
sup

−1+δ≤x≤0
|Rx(x)| ≤ Cs

s
(1− δ)n → 0 (n → ∞)

を得る。

最後に x = −1の場合を考える。剰余項は次の様に具体的に計算出来る：

Rn(−1) =
s(s− 1) · · · (s− n)

n!

∫ −1

0

(−1− y)n(1 + y)s−n−1dy

=
s(s− 1) · · · (s− n)

n!
(−1)n

∫ −1

0

(1 + y)s−1dy

=
(n− s)(n− s− 1) · · · (1− s)s

n!

(
−
∫ 1

0

(1− t)s−1dt

)

=
(n− s)(n− s− 1) · · · (1− s)

n!

=
n∏

j=1

(
1− s

j

)

さて 0 ≤ t < 1ならば et =
∞∑
n=0

tn

n!
≤

∞∑
n=0

tn =
1

1− t
であるから j ≥ [s] + 1 に対して

1− s

j
≤ exp

(
−s

j

)
となる。よって

n∏
j=1

(
1− s

j

)
=

[s]∏
j=1

(
1− s

j

)
·

n∏
j=[s]+1

(
1− s

j

)
において

0 ≤
n∏

j=[s]+1

(
1− s

j

)
≤

n∏
j=[s]+1

exp

(
−s

j

)
= exp

⎛
⎝−

n∑
j=[s]+1

s

j

⎞
⎠

= exp

⎛
⎝−s

n∑
j=[s]+1

1

j

⎞
⎠

→ 0 (n → ∞)

となるので lim
n→∞

Rn(−1) = 0が従う。

7
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