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“Don’t know much about algebra,” Sam Cooke

複素数全体の成す体 (field)Cが代数的に閉じていると云う命題を代数学の基本定理と謂う。
(ガウスの定理と呼ぶ事も多いがフランスではダランベールの定理と称する)。ここでは代数
学の基本定理を先ずコンパクト集合上の連続函数の性質に基づいて考察し、次に複素解析的
立場から論じる。

1.複素係数多項式に関する基礎事項　
代数学の基本定理を同値な形で言い換える為に次の条件を考える：

(F) (因数分解表示)　定数でない任意の複素係数多項式は一次式の積に分解される。即ち

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

に対して α1, · · · , αn ∈ Cが存在して

P (z) = an

n∏
j=0

(z − αj)

と因数分解される。

(R) (冪根の存在)　零でない任意の複素数は任意乗の冪根を持つ。即ち任意のw ∈ C \ {0}
と任意の n ∈ Z>0に対し z ∈ C \ {0}が存在して zn = wを満たす。

(Z) (零点の存在)　定数でない任意の複素係数多項式は零点を持つ。即ち

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

に対して α ∈ Cが存在して P (α) = 0を満たす。

(GM) (大域的最小絶対値の存在)　定数でない任意の複素係数多項式に対してその絶対値は
最小値を取る。即ち

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

に対して α ∈ Cが存在して任意の z ∈ Cに対して不等式

|P (α)| ≤ |P (z)|

が成立つ。
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(LM) (局所的最小絶対値の存在)　定数でない任意の複素係数多項式に対してその絶対値は
局所的に最小値を取る。即ち

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

に対して α ∈ C及び ε > 0が存在して任意の z ∈ B(α; ε)に対して不等式

|P (α)| ≤ |P (z)|

が成立つ。

定理 1.　次は同値である。

(1) (F)

(2) (Z)かつ (R)

(3) (GM)かつ (R)

(4) (LM)かつ (R)

(5) (Z)

上の (1)から (5)が成立つ時 (GM)及び (LM)に於ける αは P の零点となる。

注 1.　次の節で (R)を、次の次の節で (GM)を証明する。

(証明)　 (F)⇒(Z)⇒(GM)⇒(LM)に就いては示すべき事は無い。(R)は n次多項式 P (z) =

zn − w(即ち (F)に於いて an = 1, a0 = −w0, aj = 0, 1 ≤ j ≤ n− 1, とした多項式)の根の
存在と同値なので (F)⇒(R)が従う。
以上より (1)⇒(2)⇒(3)⇒(4)が成立つ。

(4) ⇒ (5) :　 (LM)及び (R)を仮定し α ∈ C を複素係数 n次多項式 P の局所的最小絶対値
を与える点であるとする。このとき P (α) = 0である事を示せば良い。そこで「もしそうで
ないとすると αは P の局所的最小絶対値とはならない」事を示せば良い。即ち「P (α) ̸= 0

ならば任意の ε > 0に対し |z − α| < εなる z ∈ Cが存在して |P (z)| < |P (α)| となる」事を
示せば良い。以下 P (α) ̸= 0を仮定する。
二項展開により P を αの回りで展開すると

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j =

n∑
j=0

aj(α + (z − α))j

=
n∑

j=0

aj

j∑
k=0

(
j

k

)
αj−k(z − α)k

=
n∑

k=0

(
n∑

j=k

(
j

k

)
ajα

j−k

)
(z − α)k ≡

n∑
k=0

ck(z − α)k
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となる。ここで全ての k ≥ 1に対し ck = 0なら P (z)は定数 P (α) = c0 となり仮定 n ≥ 1に
反するので

m ≡ min{k ≥ 1; ck ̸= 0}

がm ≥ 1で唯一つ定まる。
そこで

Q(ξ) =
n∑

k=m+1

ckξ
k

と置くと

P (α+ ξ) =
n∑

k=0

ckξ
k = c0 +

n∑
k=m

ckξ
k = P (α) + cmξ

m +Q(ξ)

となる。w0 = −P (α)/cm ∈ C \ {0}に対し (R)を適用すると ξm0 = w0なる ξ0 ∈ C \ {0}の存
在が従う。このとき cmξ

m
0 = cmw0 = −P (α)が成立つ。r = |w0| > 0と置く。0 < ρ ≤ 1/r1/m

なる任意の ρに対し |ρξ0| = ρ|ξ0| = ρ|w0|1/m = ρr1/m ≤ 1であるから

|Q(ρξ0)| ≤
n∑

k=m+1

|ck||ρξ0|k ≤

(
n∑

k=m+1

|ck|

)
|ρξ0|m+1

=

(
n∑

k=m+1

|ck|

)
|ξ0|
|cm|

ρm+1|cmξm0 |

=

(
n∑

k=m+1

|ck|

)
|ξ0|
|cm|

ρm+1|P (α)|

が成立つ。よって与えられた ε > 0に対し

ρ0 = min

(
ε/r1/m, 1

/(
2|ξ0|
|cm|

n∑
k=m+1

|ck|

))

と置くと 0 < ρ < ρ0なる任意の ρに対し |ρξ0| < ρ0|ξ0| = ρ0r
1/m ≤ εとなり等式

P (α + ρξ0) = P (α) + cm(ρξ0)
m +Q(ρξ0)

= P (α)− ρmP (α) +Q(ρξ0)

より次の評価が従う：

|P (α + ρξ0)| ≤ (1− ρm)|P (α)|+ |Q(ρξ0)|

≤ (1− ρm)|P (α)|+

[
ρ

(
n∑

k=m+1

|ck|

)
|ξ0|
|cm|

]
ρm|P (α)|

≤ (1− ρm)|P (α)|+ 1

2
ρm|P (α)| < |P (α)|

よって z = α + ρξ0が求めるものである。
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(5) ⇒ (1) :　 n ≥ 1に関する帰納法を用いる。n = 1の場合は P (z) = a0 + a1zに対して
α1 = −a0/a1とすれば良い。n ≥ 2とし任意の (n− 1)次多項式は (n− 1)個の一次式からな
る因数分解表示を持つと仮定する。(5)により P (α) = 0なる α ∈ Cが存在する。このとき

P (z) = P (z)− P (α)

=
n∑

j=0

ajz
j −

n∑
j=0

ajα
j =

n∑
j=1

aj(z
j − αj)

= (z − α)
n∑

j=1

aj

j−1∑
k=0

zkαj−k−1

となるのでQ(z) =
n−1∑
k=0

(
n∑

j=k+1

ajα
j−k−1

)
zkと置くとQは

P (z) = (z − α)Q(z)

を満たす (n− 1)次多項式であり最高次 zn−1の係数は an ̸= 0である事が従う。帰納法の仮定
により α1, · · · , αn−1 ∈ Cが存在して

Q(z) = an

n−1∏
j=1

(z − αj)

となる。よって帰納法は完結した。

2.冪根の存在に就いて　
この節では条件 (R)を考える。

定理 2.　 (R)は成立つ。即ち任意の w ∈ C \ {0}と任意の n ∈ Z>0 に対し zn = wなる
z ∈ C \ {0} が存在する。

(証明その 1)　 w ∈ C \ {0}を w = reiθ, r > 0, 0 ≤ θ < 2πと表し z = r1/neiθ/nと置けば
良い。

(証明その 2)　 nに対し次の命題を考える：

(R)n　任意のw ∈ C \ {0}に対して zn = wなる z ∈ C \ {0}が存在する。

n = 1の場合は z = wとすれば良い。n = 2の場合はw = a+ ib, (a, b) ∈ R2 \ {(0, 0)}に対し
z = ±ξ,

ξ =

√
1

2
a+

1

2

√
a2 + b2 + i(sgnb)

√
−1

2
a+

1

2

√
a2 + b2
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とすれば良い。nが 2の冪で表される場合は n = 2の方法をその冪乗回繰り回せば良い。以
上より (R)nは {2k; k ∈ Z≥0}上で成立つ事が従う。そこで (R)nが成立しない nが存在する
ものとして矛盾を導こう。そのような nのうち最小のものを改めて nとする：

n = min{ℓ ∈ Z>0; (R)ℓは成立しない }

この nは k ∈ Z≥0及び奇数m ≥ 3によって n = 2kmの形に表される。(R)nは成立しないの
で、この nに対しw ∈ C \ {0}が存在し次の条件

「任意の z ∈ C \ {0}に対し zn ̸= w」

が満たされる。この条件はP (z) = zn −wは零点を持たない事と同値である。先ずP に対す
る最小絶対値の存在を示そう。R0 = max(1, 2|w|)と置く。|z| ≥ R0なる zに対し

|z|n ≥ |z| ≥ R0 ≥ 2|w|

となるから

|zn − w| ≥ |z|n − |w| ≥ max

(
|w|, 1

2
|z|n
)

が従う。コンパクト集合K = {z ∈ C; |z| ≤ R0}上の連続函数K ∋ z 7→ |zn −w| ∈ Rは最小
値を取る。その最小値を与える点を α ∈ Kとする：

|P (α)| = min{|zn − w|; z ∈ K}

仮定により |P (α)| > 0であり 0 ∈ K 故 |P (α)| ≤ |P (0)| = |w|となる。|z| ≥ R0 なら
|zn − w| ≥ |w|即ち |P (z)| ≥ |w| = |P (0)|となる。以上より

|P (α)| = min{|zn − w|; z ∈ C}

とも表される。
さて

Q(ξ) =
n−1∑
j=1

(
n

j

)
αn−jξj

と置くと
P (α + ξ) = (α + ξ)n − w = P (α) + ξn +Q(ξ)

と表される。さて (R)2k は成立つので次の夫々の方程式

(A)± ω2k = ±1

(B)± ω2k = ±i(−1)
m−1

2

の根 ω ∈ C \ {0}が存在する。(A)±の根 ωは

ωn = (ω2k)m = (±1)m = ±1,

(B)±の根 ωは

ωn = (ω2k)m = (±i(−1)
m−1

2 )m = (±i)m(−1)
m(m−1)

2

= (±i)m−1(±i)(−1)
(m−1)2

2 (−1)
m−1

2

= (−1)
m−1

2 (±i)(−1)
m−1

2 = ±i
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を満たす。ここで奇数mに対し (m− 1)2/2は偶数である事を用いた。
さて± Re P (α) > 0の場合 (A)±の根 ω±と ρ > 0 に対し

|P (α + ρω±)| ≤ (|Re P (α) + (ρω±)
n|2 + |Im P (α)|2)1/2 + |Q(ρω∓)|

= (|Re P (α)∓ ρn|2 + |Im P (α)|2)1/2 +O(ρ)

となり主要項は |P (α)|よりも真に小さくなる。一方± Im P (α) > 0の場合 (B)±の根 ω±と
ρ > 0に対し

|P (α + ρω∓)| ≤ (|Re P (α)|2 + |Im P (α) + (ρω∓)
n|2)1/2 + |Q(ρω∓)|

= (|Re P (α)|2 + |Im P (α)∓ ρn|2)1/2 +O(ρ)

となり主要項は |P (α)|より真に小さくなる。
何れの場合も |P (α)|の最小性に反する。

注 2.　証明その１は簡単だがC上の指数函数の性質を用いている。
　　 証明その２はコンパクト集合上の連続函数に対する最小値の存在に基づいている。

3.大域的最小絶対値の存在に就いて　
この節では条件 (GM)を考える。

定理 3.　 (GM)は成立つ。即ち

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, a ̸= 0, n ≥ 1

に対して α ∈ Cが存在して任意の z ∈ Cに対して不等式

|P (α)| ≤ |P (z)|

が成立つ。

(証明)　定数項の無い n次多項式Qを

Q(z) =
n∑

j=1

an−j

an
zj

で定めると

P (z) = anz
n

n∑
j=0

aj
an

zj−n = anz
n

(
1 +

n−1∑
j=0

aj
an

zj−n

)

= anz
n

(
1 +

n∑
k=1

an−k

an
z−k

)

= anz
n

(
1 +Q

(
1

z

))
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が成立つ。R0 = max

(
1, 2

n∑
j=1

|an−j/an|

)
と置くと |z| ≥ R0なる任意の zに対し

∣∣∣∣Q(1

z

)∣∣∣∣ ≤ n∑
j=1

∣∣∣∣an−j

an

∣∣∣∣ ( 1

|z|

)j

≤
n∑

j=1

∣∣∣∣an−j

an

∣∣∣∣ 1

|z|
≤ R0

2|z|
≤ 1

2

となるので

|P (z)| =
∣∣∣∣anzn(1 +Q

(
1

z

))∣∣∣∣ = |an||z|n
∣∣∣∣1 +Q

(
1

z

)∣∣∣∣
≥ |an||z|n

(
1−

∣∣∣∣Q(1

z

)∣∣∣∣) ≥ 1

2
|an||z|n

が従う。R1 = max(R0, (2|P (0)|/|an|)1/n)と置くと |z| ≥ R1なる zに対し

|P (z)| ≥ 1

2
|an||z|n ≥ 1

2
|an|Rn

1 ≥ |P (0)|

が従う。コンパクト集合K = {z ∈ C; |z| ≤ R1}上の連続函数K ∋ z 7→ |P (z)| ∈ Rは最小値
を取る。最小値を与える点を α ∈ K とする：

|P (α)| = min{|P (z)|; z ∈ K}

さて 0 ∈ Kであり α ∈ Kは |P |のK上での最小値を与える点であるから |P (α)| ≤ |P (0)|が
従う。一方C \K上 |P (z)| ≥ |P (0)|であったから |P (z)| ≥ |P (α)|が従う。従って |P (α)|は
|P |のC全体での最小値である。

注 3.　定理 1,2,3により代数学の基本定理が従う。定理 2及び定理 3の証明はコンパクト集
合上の連続函数に対する最小値の存在に帰着される事に注意しよう。

4.回転数を用いた証明　

定理 4.　 f ∈ C(C;C)は或る n ∈ Z>0に対し次の条件を満たすものとする：
z−nf(z)の |z| → ∞に於ける極限がC内で存在しその極限値は 0でない。即ちw ∈ C\{0}
が存在し

lim
|z|→∞

z−nf(z) = w

が成立つ。

このとき f は零点を持つ。

注 4.　 f が複素係数 n次多項式

f(z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1
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の場合w = an ∈ C \ {0}とすれば定理 4より (Z)が導かれる。

(証明)　 f は零点を持たないと仮定して矛盾を導く。極限に関する条件よりR > 0が存在
して |z| ≥ Rなる任意の zに対し

|z−nf(z)− w| < |w|

が成立つ。t ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, 1]に対し

Γ(t) = w(Reit)n = w exp(nit+ n logR),

γθ(t) = H(θ, t) = f(θReit)

と置くと最後の不等式より
|γ1(t)− Γ(t)| < |Γ(t)|

が任意の t ∈ [0, 2π]に対して成立つ。さて

γ(t) = γ1(t)/Γ(t)

と置くと γ : [0, 2π] → Cは閉曲線で γ([0, 2π]) ⊂ B(1; 1) = {z ∈ C; |z − 1| < 1}を満たす。
C \B(1; 1) = {z ∈ C; |z − 1| ≥ 1}は連結であり特に連結成分は唯一つの非有界連結成分
のみであり 0 ∈ C \B(1, 1)であるから

Indγ(0) = 0

が成立つ。よって等式

Indγ1(0) = Indγ(0) + IndΓ(0) = IndΓ(0) = n

が成立つ。最後の等式は回転数及び Γの定義による。さてH : [0, 1] × [0, 2π] → C \ {0}は
C \ {0}に於いて γ0と γ1 とのホモトピーを与えるので等式

Indγ1(0) = Indγ0(0)

を得る。Indγ1(0) = nであるが γ0は定数 f(0)なので Indγ0(0) = 0となり矛盾を得る。

5.ルーシェの定理を用いた証明　

複素係数 n次多項式

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

に対して

Q(z) =
n∑

j=1

an−j

an
zj,

R = max

(
1, 2

n∑
j=1

|an−j|/|an|

)
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と置くと定理 3の証明と同様

P (z) = anz
n + anz

nQ

(
1

z

)
,

|z| ≥ R ⇒
∣∣∣∣Q(1

z

)∣∣∣∣ ≤ 1

2

が従う。よって円周 |z| = R上

|anzn − P (z)| =
∣∣∣∣anznQ(1

z

)∣∣∣∣ ≤ 1

2
|anzn| < |anzn|

なる不等式が成立つ。ルーシェの定理によりB(0;R)内での P (z)と anz
nの零点の位数の総

和に等しい事が従う。よって P (z)のB(0;R) 内での零点の位数の総和は nとなる。

注 5.　 |z| ≥ Rなら |P (z)| ≥ |azn| − |anznQ
(
1
z

)
| ≥ 1

2
|an||z|n ≥ 1

2
|an|Rn となり P (z)は

C \B(0;R)では零点を持たない。

6.最大絶対値の定理を用いた証明　

複素係数 n次多項式

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

は零点を持たないものと仮定して矛盾を導こう。
仮定より f : C ∋ z 7→ 1/P (z) ∈ Cは正則となる。任意のR > 0 に対し最大絶対値の定理
により

max
|z|≤R

|f(z)| = max
|z|=R

|f(z)|

が成立つ。定理 3の証明と同様R0 = max(1, 2
n∑

j=1

|an−j/an|) と置くと |z| ≥ R0なる任意の z

に対し

|P (z)| ≥ 1

2
|an||z|n

が成立つ。以上よりR ≥ R0なる任意のR及び |z| ≤ Rなる任意の zに対し不等式

|P (z)| ≥ min
|z|=R

|P (z)| ≥ 1

2
|an|Rn

を得る。
よってR ≥ R0なる任意のRに対し

|P (0)| ≥ 1

2
|an|Rn

となる。右辺は任意に大きく取れる事になり矛盾を生ずる。
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7.開写像の定理を用いた証明　

複素係数 n次多項式

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

は零点を持たないものと仮定して矛盾を導こう。R > 0を任意に取る。コンパクト集合K =

{z ∈ C; |z| ≤ R}上の連続函数 |P | : K ∋ z 7→ |P (z)| ∈ Rは最小値を取る。その最小値を与
える点を α ∈ K とする：

|P (α)| = min{|P (z)|; z ∈ K}

仮定より |P (α)| > 0である。さて |α| = Rである事を示そう。そこで |α| < Rであると
仮定して矛盾を導こう。P は定数でない正則函数故 P : C → Cは開写像となる。よって
0 < r < |P (α)|なる rが存在し

B(P (α); r) ⊂ P (B(α;R− |α|))

となる。P (α) = |P (α)|eiθ, 0 ≤ θ < 2πと表すと∣∣∣(P (α)− r

2
eiθ
)
− P (α)

∣∣∣ = ∣∣∣r
2
eiθ
∣∣∣ = r

2

であるから P (α)− r
2
eiθ ∈ B(P (α); r)である。よって β ∈ B(α;R− |α|)が存在して

P (α)− r
2
eiθ = P (β)となる。|β| ≤ |β − α|+ |α| < (R− |α|) + |α| = Rより β ∈ Kであるが

|P (β)| = |P (α)− r

2
eiθ| = |(|P (α)| − r

2
)eiθ| = |P (α)| − r

2
< |P (α)|

となって |P (α)|の最小性に反する。従って |α| = Rとなる。

さて定理 3の証明と同様にR ≥ max

(
1, 2

n∑
j=1

|an−j/an|

)
なる任意のR及び |z| = Rなる

任意の zに対し

|P (z)| ≥ 1

2
|an||z|n

となるから

|P (α)| ≥ 1

2
|an|Rn

が従う。αは {z ∈ C; |z| ≤ R}上での |P |の最小値を与える点であったから

|P (0)| ≥ |P (α)| ≥ 1

2
|an|Rn

となる。Rは任意に大きく取れるので矛盾を生じる。

8.リュービルの定理を用いた証明　

複素係数 n次多項式

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

10



は零点を持たないものと仮定し矛盾を導こう。仮定より f : C ∋ z 7→ 1/P (z) ∈ Cは正則と

なる。定理 3の証明と同様R0 = max

(
1, 2

n∑
j=1

|an−j/an|

)
と置くと |z| ≥ R0なる任意の zに

対し

|P (z)| ≥ 1

2
|an||z|n

が成立つ。よって

sup
|z|≥R0

|f(z)| ≤ 2

|an|Rn
0

となる一方、コンパクト集合 {z ∈ C; |z| ≤ R0}上 |f |は最大値を取る。よって f は有界な整
函数となる。リュービルの定理により fは定数函数となる。特に任意の zに対しP (z) = P (0)

となる。一方、任意のR ≥ R0及び任意の |z| = Rに対し

|P (0)| = |P (z)| ≥ 1

2
|an||z|n =

1

2
|an|Rn

となる。Rは任意に大きく取れるので矛盾を生ずる。

9.コーシーの積分公式を用いた証明　

複素係数 n次多項式

P (z) =
n∑

j=0

ajz
j, an ̸= 0, n ≥ 1

は零点を持たないものと仮定し矛盾を導こう。

Q(z) =
n∑

j=0

an−jz
j

と置くと z ∈ C \ {0}に対して等式

P (z) = zn
n∑

j=0

ajz
j−n = zn

n∑
k=0

an−kz
−k = znQ

(
1

z

)
,

Q(z) = znP

(
1

z

)
が成立ちQ(0) = an ̸= 0となる。従ってQも零点を持たない複素多項式となる。原点を中心と
する半径 1の開円板B(0; 1) = {z ∈ C; |z| < 1}の境界の正の向きに積分路を取ったコーシー
の積分公式を正則函数 1/P : C ∋ z 7→ 1/P (z) ∈ Cに適用し |ζ| = 1を ζ = eiθ, 0 ≤ θ < 2πと

11



パラメタ表示すると

1

P (0)
=

1

2πi

∫
|ζ|=1

1

ζ

1

P (ζ)
dζ

=
1

2πi

∫
|ζ|=1

1

ζn+1Q(1
ζ
)
dζ

=
1

2π

∫ 2π

0

1

(eiθ)n+1Q(e−iθ)
eiθdθ

=
1

2π

∫ 2π

0

(e−iθ)n

Q(e−iθ)
dθ = − 1

2π

∫ 2π

0

(eiθ)n

Q(eiθ)
dθ

= − 1

2π

∫
|ζ|=1

ζn−1

Q(ζ)
dζ

を得る。n ≥ 1に対しC ∋ z 7→ zn−1

Q(z)
∈ Cは正則であるから最後の複素積分はコーシーの積

分定理によって零となる。これは P (0) ̸= 0に矛盾する。
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