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n個の正の数 a1, · · · , anに対し

1

n

n∑
j=1

aj =
a1 + · · ·+ an

n

を相加平均 (算術平均 arithmetic mean),(
n∏

j=1

aj

)1/n

= n
√
a1 · · · an

を相乗平均 (幾何平均 geometric mean)と謂う。この二種類の平均に関しては単純な関係式(
n∏

j=1

aj

)1/n

≤ 1

n

n∑
j=1

aj (1)

が成立する。等号は a1 = · · · = anの場合にのみ実現される。対数函数と指数函数の関係
により、(1)は

1

n

n∑
j=1

log aj ≤ log

(
1

n

n∑
j=1

aj

)
(2)

と同値である。不等式 (2)は函数 log : (0,∞) → Rが上に凸 (convex)である事の表れであ
る。(1)は nに関する帰納法を用いて初等的に証明する事も出来る。
さて、aを a ̸= 1なる正の数とし (n+ 1)個の数

a1 = 1, aj = a (1 ≤ j ≤ n)

を考えよう。このときその相加・相乗平均はそれぞれ

1 + na

n+ 1
, (an)1/(n+1)

であるから、(1)により a > 0, a ̸= 1に対して

an/(n+1) <
1 + na

n+ 1
(3)
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が成立する。このとき a = 1 + 1
n
, a = 1− 1

n
と置く事により、それぞれ(

1 +
1

n

)n/(n+1)

<
n+ 2

n+ 1
= 1 +

1

n+ 1
, (4)(

1− 1

n

)n/(n+1)

<
n

n+ 1
(5)

が得られる。不等式 (4)は (
1 +

1

n

)n

<

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

, (6)

と同値であり、不等式 (5)は(
n− 1

n

)n

<

(
n

n+ 1

)n+1

∥∥∥ ∥∥∥(
1 +

1

n− 1

)−n (
1 +

1

n

)−(n+1)

,

(7)

即ち (
1 +

1

n

)n+1

<

(
1 +

1

n− 1

)n

(8)

と同値となる。(6)は an ≡ (1+1/n)nが狭義単調増加数列を成し、(7)は bn ≡ (1+1/n)n+1

が狭義単調減少数列を成す事を示している。一般に an < bnであるから

a1 < a2 < · · · < an−1 < an < bn < bn−1 < · · · < b1

であり、実数の順序完備性により {an}, {bn}は収束列となる。更に、bn/an = 1+1/n → 1

であるから {an}, {bn}を両者の収束極限は等しい事が分かる。この共通の値をNapierの
数 eと表す：

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

尚、an−1 < an < bn < bn−1(n ≥ 2)は次の様にして直接証明する事も出来る。これには
(n ≥ 2についての帰納法で証明される)不等式

(1 + x)n > 1 + nx, x > −1
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を用いて

an
an−1

=

(
n+ 1

n

)n / ( n

n− 1

)n−1

=

(
n+ 1

n

)n(
n− 1

n

)n
n

n− 1

=

(
(n+ 1)(n− 1)

n2

)n
n

n− 1

=

(
1− 1

n2

)n
n

n− 1

>

(
1− 1

n

)
n

n− 1
= 1,

bn−1

bn
=

(
n

n− 1

)n / (n+ 1

n

)n+1

=

(
n

n− 1

)n(
n

n+ 1

)n
n

n+ 1

=

(
n2

n2 − 1

)n
n

n+ 1

=

(
1 +

1

n2 − 1

)n
n

n+ 1

>

(
1 +

n

n2 − 1

)
n

n+ 1

=
(n2 + n− 1)n

(n2 − 1)(n+ 1)
=

n3 + n2 − n

n3 + n2 − n− 1
> 1

とすれば良い。

さて、an < e < bn(∀n)を用いると
n−1∏
k=1

ak < en−1 <

n−1∏
k=1

bkが従い

n−1∏
k=1

ak =
n−1∏
k=1

(k + 1)k

kk
=

nn−1

(n− 1)!
=

nn

n!

n−1∏
k=1

bk =
n−1∏
k=1

(k + 1)k+1

kk+1
=

nn

(n− 1)!
=

nn+1

n!

であるから enne−n < n! < enn+1e−n(n ≥ 2)を得る。これはスターリングの公式 n! ∼√
2πn nne−n(n → ∞) の粗い代用不等式と見做す事が出来る。
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最後に (1)の証明を与えて置こう。先ず次の命題を示そう。

命題　 nを正の整数とする。次は同値である。

(1)　 n個の正の実数 a1, · · · , anに対し次の不等式が成立つ。(
n∏

j=1

aj

)1/n

≤ 1

n

n∑
j=1

aj

(2)　 n個の正の実数 b1, · · · , bnで
n∏

j=1

bj = 1なるものに対し次の不等式が成立つ。

n∑
j=1

bj ≥ n

(証明)　 (1) ⇒ (2)：与えられた b1, · · · , bnに対し aj = bjとして (1)を適用すれば良い。

(2)⇒(1)：与えられた a1, · · · , anに対し bj = aj

/ ( n∏
k=1

ak

)1/n

とすれば
n∏

j=1

bj = 1である

から (2)を適用し

n ≤
n∑

j=1

bj =

n∑
j=1

aj(
n∏

k=1

ak

)1/n

を得る。これは (1)に外ならない。

そこで上の命題の (2)を nに関する帰納法で証明しよう。n = 1の場合は等号で成立つ。
n ≥ 2とし次を仮定する：

(n− 1)個の正の実数 b′1, · · · , b′n−1で
n−1∏
j=1

b′j = 1なるものに対し不等式

n−1∑
j=1

b′j ≥ n− 1

が成立つ。

さて n個の正の実数 b1, · · · , bnで
n∏

j=1

bj = 1なるものを取る。全ての jに対し bj > 1で

あれば
n∏

j=1

bj > 1となり、仮定に反するので bj0 ≤ 1なる j0が存在する。このとき j ̸= j0
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なる任意の jに対し bj < 1であれば
n∏

j=1

bj < 1となり仮定に反するので bk0 ≥ 1なる k0が

存在する。さて (n − 2)個の正の実数 {bj; j ̸= j0, k0}及び一つの正の実数 bj0bk0 を合せた

(n− 1)個の正の実数は (bj0bk0)
∏

j ̸=j0,k0

bj =
n∏

j=1

bj = 1を満たすので帰納法の仮定より不等式

bj0bk0 +
∑

j ̸=j0,k0

bj ≥ n− 1

が成立つ。1− bj0 ≥ 0及び 1− bk0 ≤ 0より

(1− bj0)(1− bk0) ≤ 0

即ち
bj0bk0 ≤ bj0 + bk0 − 1

が従うので、これらの不等式より
n∑

j=1

bj ≥ n

が得られる。以上より帰納法は完結する。
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