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ガレルキン法に代表される様なコンパクト性の方法に基づいた非線型発展方程式の初期値
問題の解法に就いて纏めて置こう。議論の枠組として空間の三つ組を導入する。

Hを内積 (·|·)の定義されたヒルベルト空間、VとWを二つの反射的バナッハ空間とし次
の条件 (i)(ii) を仮定する：

(i) V ⊂ H ⊂Wであり埋込は連続で稠密である。

(ii) W×V上の非退化連続一次半形式 ⟨·, ·⟩ : W×V →Cが存在し任意の (u,v) ∈ H ×Vに対
し ⟨u,v⟩= (u|v)が成立つ。

相速度ベクトル場 f : R×H →W及びその近似列 { fn}に対し次の条件 (I)(II)(III) を仮
定する。但し ∥u∥2 = (u|u),u∈ Hとする。

(I) f ∈Cw(R×H;W)であり単調増加函数 β : R≥0 → R≥0が存在し任意の (t,v) ∈ R×Vに
対しRe⟨ f (t,v),v⟩ ≤ β (∥v∥2)が成立つ。

(II) { fn} ⊂ Cw(R×H;H)であり任意の (t,u) ∈ R×H に対し Re( fn(t,u)|u) ≤ β (∥u∥2)が成
立つ。

(III) 次を満たすHの稠密部分集合Dが存在する：

(a) 任意の T, r > 0及び任意の v∈ Dに対しM = M(T, r,v)> 0が存在し ∥u j∥ ≤ r なる任意
の列 {u j} ⊂ Hに対し

sup
n≥1

sup
j≥1

sup
t∈[0,T]

|( fn(t,u j)|v)| ≤ M

(b) 任意の (t,u) ∈R×Hと uに（Hで）弱収束する任意の列 {un} ⊂ H及び任意の v∈ Dに
対し lim

n→∞
( fn(t,un)|v) = ⟨ f (t,u),v⟩

定理　 (V,H,W)を (i)(ii) を満たす三つ組とし f : R×H →W及び fn : R×H → Hは (I)(II)(III)
を満たすものとする。このとき任意の u0 ∈ H に対し T∗ ∈ (0,∞] 及び u ∈ Cw([0,T∗);H) ∩
C1

w([0,T∗);W)が存在し u(0) = u0且つ任意の t ∈ [0,T0)に対しその弱導函数 u′は

u′(t) = f (t,u(t))
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を満たす。T∗は次の微分方程式{
ρ ′(t) = 2β (ρ(t)), t > 0
ρ(0) = ∥u0∥2

の（極大）解 ρの極大存在時刻をT0とするとT0 ≤ T∗を満たし任意の t ∈ [0,T0)に対し不等式

∥u(t)∥2 ≤ ρ(t)

が成立つ。更に
∥u(t)−u0∥→ 0 (t ↓ 0)

が成立つ。

註１　 r ≥ ∥u0∥2に対し

σ(r) =
∫ r

∥u0∥2

1
2β (s)

ds

と置くと σ : [∥u0∥2,∞)→ [0,∞]が単調増加連続函数として定まる。このとき ρは

ρ(t) = inf{r ≥ ∥u0∥2;σ(r)≥ t}, t ∈ [0,T)

で与えられる。ρ(0) = ∥u0∥2であり、任意の r > ∥u0∥2に対し σ(r) = ∞ならば（特に β が
∥u0∥2の或る近傍で 0ならば）ρ(t)≡ ∥u0∥2である。

註２　定理１は「解の存在」を述べているもので「解の一意性」について言及しているもの
ではない。

註３　（ガレルキン法との関係）　バナッハ空間V が可分な場合、有限次元部分空間の列
{Mn}を選んで dimCMn = n,

M1 ⊂ M2 ⊂ ·· · ⊂ Mn ⊂ ·· · ⊂V

且つ
∪
n≥1

MnはV で稠密とする事が出来る。Mnは H の部分空間でもあるから正規直交基底

{e1, · · · ,en}を選ぶ事が出来 u∈ Hに対し

Pnu=
n

∑
k=1

(u|ek)ek

とすればHからMnへの直交射影 Pnが定まる。PnはWからMnへの線型作用素として

Pnw=
n

∑
k=1

⟨w,ek⟩ek, w∈W

と拡張される。PnはWからMnへの有界作用素であり P2
n = Pn且つ

⟨w′,Pnw⟩= ⟨Pnw,w′⟩, w,w′ ∈W
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が成立つ。実際 Pnの定義より 1≤ j ≤ nに対し

Pnej =
n

∑
k=1

⟨ej ,ek⟩ek =
n

∑
k=1

(ej |ek)ek = ej

となるので任意のw∈Wに対し

P2
n w=

n

∑
k=1

⟨w,ek⟩Pjek =
n

∑
k=1

⟨w,ek⟩ek = Pnw

が従い任意のw,w′ ∈Wに対し

⟨w′,Pnw⟩=⟨w′,
n

∑
k=1

⟨w,ek⟩ek⟩=
n

∑
k=1

⟨w,ek⟩⟨w′,ek⟩= ⟨
n

∑
k=1

⟨w′,ek⟩ek,w⟩

=⟨Pnw′,w⟩

が成立つ。そこで f ∈Cw(R×H;W)及び (t,u) ∈ R×Hに対し fn(t,u) = Pn f (t,Pnu)と置くと
fn ∈Cw(R×H;H)であり

Re( fn(t,u)|u) = Re(Pn f (t,Pnu)|u)
= Re(Pn f (t,Pnu)|Pnu)

= Re⟨Pn f (t,Pnu),Pnu⟩
= Re⟨ f (t,Pnu),Pnu⟩
≤ β (∥Pnu∥2)≤ β (∥u∥2)

となるので (II) が従う。

さてD=
∪
n≥1

MnとしT, r > 0及び ∥u j∥ ≤ rなる任意の列 {u j} ⊂Hを与える。任意のn, j ≥ 1

に対し ∥Pnu j∥ ≤ ∥u j∥ ≤ r となり [0,T]×{u∈ H;∥u∥ ≤ r}は R×Hの有界閉集合であるから
[0,T]×{Pnu j ∈ H;n, j ≥ 1}はR×Hの弱点列コンパクト集合を成す。 f ∈Cw(R×H;W)より
f ([0,T]×{Pnu j})はWの弱点列コンパクト集合となり特に有界集合を成す：

sup
n≥1

sup
j≥1

sup
t∈[0,T]

∥ f (t,Pnu j)∥W ≡ MT,r < ∞

任意の v∈ Dに対し n0 ≥ 1が存在し任意の n≥ n0に対し v∈ Mn即ち Pnv= vとなるから

sup
n≥1

∥Pnv∥V = max(max
j≤n0

∥Pjv∥V ,∥v∥V)≡ Mv < ∞

故に

|( fn(t,u j)|v)|= |( f (t,Pnu j)|Pnv)|
= |⟨ f (t,Pnu j),Pnv⟩|
≤ C∥ f (t,Pnu j)∥W∥Pnv∥V

≤ CMT,rMv < ∞

となり (III)(a)が従う。
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最後に (III)(b) を示そう。
任意の (t,u) ∈R×H及び uに弱収束する任意の列 {un} ⊂ Hを取る。このときPnunは uにH
で弱収束する。実際任意の v∈ Hに対し

(v|Pnun−u) = (v|Pn(un−u))+(v|Pnu−u)

= (Pnv|un−u)+(v|Pnu−u)

と表されるから ∥Pnv−v∥→ 0を示せば充分であるがVがHで稠密であり
∪
n≥1

MnがVで稠密

である事より任意の ε > 0に対し vε ∈
∪
n≥1

Mnが存在し ∥v−vε∥< εとなり vε ∈ M j なる j ≥ 1

を取り n≥ jとすると

∥Pnv−n∥ ≤ ∥Pn(v−vε)∥+∥Pnvε −v∥
≤ ∥v−vε∥+∥Pjvε −v∥ ≤ 2∥v−vε∥< 2ε

となり主張が従う。さて f の弱連続性より各 t ∈Rに対し f (t,Pnun)は f (t,u)にWで弱収束す
る。任意の v∈Vに対し ⟨·,v⟩ ∈W′であるから lim

n→∞
⟨ f (t,Pnun)− f (t,u),v⟩= 0となる。

∪
n≥1

Mn

はVで稠密であり { f (t,Pnun)}はWで有界であるから任意の v∈Vに対し

lim
n→∞

⟨Pn( f (t,Pnun)− f (t,u)),v⟩= 0

が従う。また任意のw∈Wに対しWでPnw→ wとなる事が上と同様の議論から従うので任
意の v∈Vに対し

lim
n→∞

⟨Pn f (t,u)− f (t,u),v⟩= 0

を得る。以上より (III)(b) より強い主張（D =Vとしたもの）が成立つ。

註４　 (二重軟化作用素の方法との関係)　HがRd上の函数空間の場合、例えば L2(Rd)の
場合 f に対し

fn(t,u) = ρn∗ f (t,ρn∗u)

なる形の近似を考える事がある。ここに ρn∗はフリートリクスの軟化作用素である。

定理の証明　各 n≥ 1に対し近似方程式{
u′(t) = fn(t,u(t)), t > 0
u(0) = u0

を考える。 fn ∈ Cw(R× H;H) であり H は反射的なのでペアノ型の定理により un ∈ (C∩
C1

w)([0,Tn);H)なる解が存在する。ここで unは

Sn = {un;∃T > 0 : un ∈ (C∩C1
w)([0,T];H),

u′n(t) = fn(t,un(t)), t ∈ [0,T],un(0) = u0}
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に属す一つの極大元とする（Snの元の順序を存在区間 [0,T]の包含関係で導入するとSnは帰
納的順序集合を成しツォルンの補題より極大元が存在する。）このとき ∥un∥2 ∈C1([0,Tn);R)
であり

d
dt
∥un(t)∥2 = 2Re(u′n(t)|un(t))

= 2Re⟨ fn(t,un(t)),un(t)⟩ ≤ 2β (∥un(t)∥2)

が成立つ。このとき任意の t ∈ [0,Tn)に対し∫ ∥un(t)∥2

∥u0∥2

1
β (s)

ds=
∫ t

0

1
β (∥un(τ)∥2)

(
d
dτ

∥un(τ)∥2
)

dτ ≤ 2t

が従う。一方

2t =
∫ ρ(t)

∥u0∥2

1
β (s)

ds

であるから任意の t ∈ [0,Tn)に対し不等式

∥un(t)∥2 ≤ ρ(t)

が成立つ。ρ は単調増加であり ρ(t)が有限である限り unは存在し続けるので極大存在時刻
Tnは

Tn ≥
1
2

∫ ∞

∥u0∥2

1
β (s)

ds(≡ T0)

と下から評価される。ここでT0とρはnに依らず定まる事に注意する。以上より任意のn≥ 1
及び任意の t ∈ [0,T0)に対し不等式

∥un(t)∥2 ≤ ρ(t)

が成立つ。以下 0< T < T0なる任意の Tを取り区間 I = [0,T]上で議論する。特に
sup
n≥1

sup
t∈I

∥un(t)∥2 ≤ ρ(t) ≡ Kが成立つ事に注意する。各 t ∈ I に対し {un(t)}は H の有界列を

成すから弱収束する部分列を持つ。可算集合 I ∩Q上で対角線論法を用いる事により部分列
{un j} ⊂ (C∩C1

w)([0,T];H)を選んで任意の t ∈ I ∩Qに対し {un j (t)}はHの弱収束列とする事
が出来る。このとき (III)(a)により任意の v∈ Dに対しM = M(T,K1/2,v)> 0が存在し任意の
t ∈ I に対し

| d
dt
(un j (t)|v)|= |( fn j (t,un j (t))|v)| ≤ M

が従う。故に任意の t,s∈ I に対し不等式

|(un j (t)|v)− (un j (s)|v)| ≤ M|t −s|

が成立つ。任意の t ∈ I に対し {tℓ} ⊂ I ∩Qが存在し tℓ → t(ℓ→ ∞)となるので j,kに対し

|(un j (t)|v)− (unk(t)|v)|
≤ |(un j (t)|v)− (un j (tℓ)|v)|+ |(un j (tℓ)|v)− (unk(tℓ)|v)|+ |(unk(tℓ)|v)− (unk(t)|v)|
≤ 2M|t − tℓ|+ |(un j (tℓ)|v)− (unk(tℓ)|v)|
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と評価し j,k→ ∞の上極限を取った後に ℓ→ ∞とする事により任意の t ∈ I 及び任意の v∈ D

に対し {(un j (t)|v)}はコーシー列を成す事が分かる。更に任意の v∈ Hに対し {vℓ} ⊂ Dが存
在し ∥vℓ−v∥→ 0となるので任意の t ∈ I に対し

|(un j (t)|v)− (unk(t)|v)|
≤ |(un j (t)|v−vℓ)|+ |(un j (t)|vℓ)− (unk(t)|vℓ)|+ |(unk(t)|vℓ−v)|

≤ 2K1/2∥v−vℓ∥+ |(un j (t)|vℓ)− (unk(t)|vℓ)|

と評価し j,k→ ∞の上極限を取った後に ℓ→ ∞とする事により任意の t ∈ I 及び任意の v∈ H

に対し {(un j (t)|v)}はコーシー列を成す事が分かる。H の弱完備性により {un j (t)}は弱極限
を持つのでそれを u(t) ∈ Hと表すと任意の t ∈ I に対し

∥u(t)∥ ≤ liminf
j→∞

∥un j (t)∥ ≤ K1/2

更に任意の t,s∈ I , v∈ Dに対し

|(u(t)|v)− (u(s)|v)| ≤ M|t −s|

が成立つ。{∥u(t)∥; t ∈ I}の有界性、各 v ∈ Dに対する I ∋ t 7→ (u(t)|v) ∈ Cの連続性、Dの
Hに於ける稠密性より各 v∈ Hに対する I ∋ t 7→ (u(t)|v) ∈Cの連続性が従う。T < T0は任意
だったので u∈Cw([0,T0);H)が従う。

さて un j の満たす微分方程式を積分する事により、任意の t,s∈ I 及び任意の v∈ Dに対し
等式

(un j (t)−un j (s)|v) =
∫ t

s
( fn j (t

′,un j (t
′)),v)dt′

を得る。(III) 及び有界収束定理より

(u(t)−u(s)|v) =
∫ t

s
⟨ f (t ′,u(t ′)),v⟩dt′

を得る。DのVに於ける稠密性と {∥ f (t,u(t))∥W; t ∈ I}の有界性よりこの等式は任意の u∈V

及び t,s∈ I 更には任意の t,s∈ [0,T0)に対して成立つ。一次半形式 ⟨·, ·⟩の非退化性より

u(t)−u(s) =
∫ t

s
f (t ′,u(t ′))dt′

特に s= 0とすれば u(0) = un j (0) = u0であったので

u(t)−u0 =
∫ t

0
f (t ′,u(t ′))dt′

が成立つ。 f ∈Cw([0,T0);W)より u∈C1
w([0,T0);W)を得る。u∈Cw([0,T0);H)より t ↓ 0のと

き u(t)は u0にH で弱収束する。そこで強収束を示すには ∥u(t)∥ → ∥u0∥を示せば良い。弱
収束性より

∥u0∥ ≤ liminf
t↓0

∥u(t)∥
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が従い

∥u(t)∥2 ≤ ρ(t),

ρ(t)−ρ(s) =
∫ t

s
2β (ρ(τ))dτ

より
limsup

t↓0
∥u(t)∥ ≤ limsup

t↓0
ρ(t)1/2 = ρ(0)1/2 = ∥u0∥

となり
lim
t↓0

∥u(t)∥= ∥u0∥

が従う。
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