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��二次元の場合

��から��への写像�が���� �� � �� �	
 �� � 
�� ��で定まる。
� 
 �� � �� は��写像となる。�の定義域を ������ ��� ���

に制限したものは ������ ��� ��� から �� � ���� ���への全単
射となり、その逆写像は
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で与えられる。��函数 � 
 �� � � に対して��� � � Æ � と定めると��� は��写像の
合成として��となる。その偏導函数は合成函数の微分法により

	

	�
�������� �� �

	

	�
�� Æ ����� �� � � ������ ���

	

	�
���� ��

� �	�������� ���
	

	�
�� �	
 �� � �	�������� ���

	

	�
�� 
�� ��

� �	����� �	
 �� � 
�� �� �	
 � � �	����� �	
 �� � 
�� �� 
�� ��

	

	�
�������� �� �

	

	�
�� Æ ����� �� � � ������ ���

	

	�
���� ��

� �	�������� ���
	

	�
�� �	
 �� � �	�������� ���

	

	�
�� 
�� ��

� �	����� �	
 �� � 
�� ����� 
�� �� � �	�������� ���� �	
 �

を得る。これらを古典的記法で
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と表す。

微分作用素にのみ注目して以下これらを
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の様に表す事にする。���の両辺を �で割って ���と共に行列表示すると� �
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となる。���の右辺に現れる行列は回転行列特に直交行列であるからその逆行列は転置行
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を得る。
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となる �勿論 �������の両辺に夫々�� �を掛けた結果の和を取っても良い�。

回転の生成作用素　函数 � 
 �� � � � � 	 � に対し����� 
 �� � � を
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となる。�勿論 �������の両辺に夫々�� �を掛けた結果のの差を取っても良い�。

以上を纏めると次の様になる。
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これらの関係式は二次元の場合勾配作用素 �並進の生成作用素を並べたもの�と伸張・回
転の生成作用素を並べたものとは回転 
����及び相似変換 ��� で繋がっている事を示し
ている。
二階の微分作用素 ��
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は極座標表示では夫々

	�

	��
� �	
 �

	

	�

�
�	
 �

	

	�
� 
�� �

�

	

	�

�

� 
�� �

�

	

	�

�
�	
 �

	

	�
� 
�� �

�

	

	�

�

� �	
� �
	�

	��
� �	
 �


�� �

��
	

	�
� �	
 �


�� �

�

	�

	�	�

�

�� �

�

�� �

	

	�
� 
�� �

�
�	
 �

	�

	�	�
�


�� �

�

�	
 �

�

	

	�
�


��� �

��
	�

	��

� �	
� �
	�

	��
�


��� �

�

	

	�
�

� 
�� � �	
 �

��
	

	�
� � 
�� � �	
 �

�

	�

	�	�
�


��� �

��
	�

	��
�

	�

	��
� 
�� �

	

	�

�

�� �

	

	�
�

�	
 �

�

	

	�

�

�
�	
 �

�

	

	�

�

�� �

	

	�
�

�	
 �

�

	

	�

�

� 
��� �
	�

	��
� 
�� �

�	
 �

��
	

	�
� 
�� �

�	
 �

�

	�

	�	�

�
�	
 �

�
�	
 �

	

	�
�

�	
 �

�

�� �

	�

	�	�
� �	
 �

�


�� �

�

	

	�
�

�	
� �

��
	�

	��

� 
��� �
	�

	��
�

�	
� �

�

	

	�
� � 
�� � �	
 �

��
	

	�
�

� 
�� � �	
 �

�

	�

	�	�
�

�	
� �

��
	

	��

となるのでラプラシアンは
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と表される。ここに��� � ��

���
は単位円 ��上のラプラシアンである。

動径変数に関する微分作用素
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はベッセル型である。
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��三次元の場合
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まる。� 
 �� � �

� は ��写像となる。� 軸から
位置ベクトル ��� �� ��を測った角度 ��軸と位置ベク
トルとの成す角�が �であり天頂角 ��������と謂う。
位置ベクトル ��� �� ��と �軸とを含む ��平面と ��

平面の成す角が�であり方位角 ���������と謂う。
ここで � � � 
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を得る。最後の三次正方行列は直交行列の積として表されるので直交行列であり逆行列は
転置行列であるから
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が成立つ �勿論この関係式を合成函数の微分法により直接確かめる事も出来る�。
これらの等式より次を得る。
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単位球面上のラプラシアンは次の様にも表される：
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この関係式は「球面上のラプラシアン」命題１の特別な場合であるが、次の様に直接計算
する事によっても確かめられる。
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