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数列とはZの部分集合を定義域とする函数であるから、函数に対する様々な演算は
数列に対する演算に反映される。ここでは大まかな対応を纏めておこう。I ⊂ Rを
区間とする。

(実)数列
f : I ∩ Z 3 n 7→ f(n) ∈ R

(実一変数)函数
f : I 3 x 7→ f(x) ∈ R

差分
f(n + 1) − f(n)

微分 (係数)

f ′(x) = lim
h→0

(f(x + h) − f(x))/h

積の差分
(fg)(n + 1) − (fg)(n)

= (f(n + 1) − f(n))g(n + 1)

+f(n)(g(n + 1) − g(n))

Leibniz則
(fg)′

= f ′g + fg′

部分和 (m,n ∈ I ∩ Z)
m−1∑
k=n

f(k)

定積分 ([a, b] ⊂ I)∫ b

a

f(x)dx

差分の部分和
m−1∑
k=n

(f(k + 1) − f(k)) = f(m) − f(n)

微分積分の基本公式∫ b

a

f ′(x)dx = f(b) − f(a)

Abelの変形
m−1∑
k=n

(f(k + 1) − f(k))g(k)

= f(m)g(m − 1) − f(n)g(n)

−
m−1∑

k=n+1

f(k)(g(k) − g(k − 1))

部分積分∫ b

a

f ′(x)g(x)dx

= [f(x)g(x)]ba −
∫ b

a

f(x)g′(x)dx
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Abelの変形は冪級数の収束性を上げるのに良く用いられるが、この点は擬微分作
用素、Fourier積分作用素に於ける振動積分の収束性を上げるのに用いられる技法が
部分積分である事を想起させる。級数と積分との関係で有用なのは、正項級数の収
束・発散の判定に用いられる積分判定法であろう：

積分判定法　区間 [1,∞)で定義された非負値単調減少函数 f に対し無限級数

∞∑
n=1

f(n) = lim
n→∞

n∑
k=1

f(k)

と広義積分 ∫ ∞

1

f(x)dx = lim
n→∞

∫ n

1

f(x)dx

とは収束・発散を共にする。

(証明)　 f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k)を重ね合わせた

n∑
k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤
n−1∑
k=1

f(k)に依る。

次に部分和とそれに対応する定積分との差に就いて考えよう。部分積分による∫ k+1

k

f(x)dx = −
∫ k+1

k

d

dx
(k + 1 − x) · f(x)dx

= − [(k + 1 − x)f(x)]k+1
k +

∫ k−1

k

(k + 1 − x)f ′(x)dx

= f(k) +

∫ k+1

k

(k + 1 − x)f ′(x)dx

を重ね合わせた∫ m

n

f(x)dx =
m−1∑
k=n

∫ k+1

k

f(x)dx

=
m−1∑
k=n

f(k) +
m−1∑
k=n

∫ k+1

k

(k + 1 − x)f ′(x)dx
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により ∣∣∣∣∣
∫ m

n

f(x)dx −
m−1∑
k=n

f(k)

∣∣∣∣∣ ≤
m−1∑
k=n

∫ k+1

k

(k + 1 − x)|f ′(x)|dx

≤
m−1∑
k=n

∫ k+1

k

|f ′(x)|dx

=

∫ m

n

|f ′(x)|dx

を得る。f ′ ≤ 0ならば最右辺は f(n) − f(m)となるので、これより積分判定法が従
う事になる。

部分和とそれに対応する定積分との関係に就いては所謂オイラー・マクローリン
の公式が代表的である：

m−1∑
k=n

f(k) −
∫ m

n

f(x)dx

=
N∑

j=1

Bj

j!
[f (j−1)(x)]mn + (−1)N+1

∫ m

n

BN(x − [x])

N !
f (N)(x)dx

ここに {Bj}は
x

ex − 1
=

∞∑
j=0

Bj
xj

j!

で定まるベルヌイ数でありBnは

Bn(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
Bjx

n−j

で定まるベルヌイ多項式である。
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