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Rを単位元 eを持つ環、Z≥0を非負整数の全体とし、PをZ≥0 からRへの写像の全体
とする。f, g ∈ P, a ∈ Rに対し af, f + g, fg ∈ Pが

(af)(n) = af(n), n ≥ 0

(f + g)(n) = f(n) + g(n), n ≥ 0

(fg)(n) =
n∑

j=0

f(j)g(n − j), n ≥ 0

で定まる。Pの零元とは零写像、即ち

f = 0 ⇔ f(n) = 0 ∀n ≥ 0

と定義する。以上によりPはR上の代数を成す。a ∈ Rに対し ι(a) ∈ P が (ι(a))(0) =

a, (ι(a))(n) = 0 (n 6= 0)で定まる。このとき ι : a 7→ ι(a)はRからPへの準同型単射と
なる。実際 a, b ∈ Rに対し

(ι(a + b))(n) =

{
a + b (n = 0)

0 (n 6= 0)

}
= (ι(a))(n) + (ι(b))(n) = (ι(a) + ι(b))(n),

(ι(ab))(n) =

{
ab (n = 0)

0 (n 6= 0)

}
= (aι(b))(n) = (ι(a)ι(b))(n),

ι(a) = 0 ⇔ ∀n ≥ 0, (ι(a))(n) = 0 ⇔ a = 0

となるからである。ιはRからPへの自然な埋め込みとなる。
X ∈ P を X(1) = e, X(n) = 0(n 6= 1)と定める。このとき k ≥ 1に対し Xk(k) =

e, Xk(n) = 0(n 6= k)となる。実際 k = 1の場合はX の定義自身であり、k ≥ 2に対し
Xk−1(k − 1) = e, Xk−1(n) = 0 (n 6= k − 1)となっていると仮定すると

(Xk)(n) = (XXk−1)(n) =
n∑

j=0

X(j)Xk−1(n − j)

= X(1)Xk−1(n − 1) = Xk−1(n − 1)

となりkに関する帰納法が成立する。さてa ∈ R, k ∈ Z≥0に対し (ι(a)Xk)(k) = a, (ι(a)Xk)(n) =

0 (n 6= k)となるから (k = 0の場合は ι(a)X0 = ι(a)と見做す)f ∈ Pに対して

(ι(f(k))Xk)(k) = f(k), (ι(f(k))Xk)(n) = 0 (n 6= k)
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が成立する。よって任意の nに対し

f(n) =

(∑
k≥0

ι(f(k))Xk

)
(n)

と表す事が出来る (右辺の和は n = k以外は 0を与える項となる)。
この等式を

f =
∑
k≥0

(ι ◦ f)(k)Xk

と表す。またPをR上の形式的冪級数の成す代数と謂いR[[X]]と表す。(ι(e), X,X2, · · · , Xk, · · · )
はR[[X]]の基底を成す。R上の多項式の成す代数とはR[[X]]の元で台が有限のものである：

R[X] = {f ∈ R[[X]] : ]{n; f(n) 6= 0} < ∞}
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