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区間上の一変数連続函数に対して微分と積分とが相互の逆作用素となっている事を主張す
る一連の命題を「微分積分の基本公式」又は「微分積分の基本定理」と謂う。その標準的
証明には平均値の定理 (或はその同値な命題)が用いられる。ここではその関係をC1級の
枠組で考えてみよう。

IをRの開区間、Īを Iの閉包とする。I上連続な導函数を持つ Ī上連続な実数値函数
全体の成す集合をC(Ī) ∩ C1(I)と表す。

定理　次は同値である。

(1) (平均値の性質) 任意の f ∈ C(Ī)∩C1(I)は平均値の性質を持つ。即ち a < bなる任
意の a, b ∈ Īに対し c ∈ (a, b)が存在し、等式

f(b) − f(a) = f ′(c)(b − a)

が成立つ。

(2) (導函数に対するリーマン和) 任意の f ∈ C(Ī) ∩ C1(I), a < bなる任意の a, b ∈
Ī , [a, b]の任意の分割∆に対し f(b) − f(a)に等しい f ′のリーマン和が存在する。

(3) (導函数の積分) 任意の f ∈ C(Ī)∩C1(I)は微分積分の基本公式を満たす。即ち任意
の a, b ∈ Īに対し、等式

f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(x)dx

が成立つ。

(4) (有限増分の性質) 任意の f ∈ C(Ī)∩C1(I)は有限増分の性質を持つ。即ち Iの任意
の有界閉部分区間 J に対しM = sup{|f ′(x)|; x ∈ J} とすると、不等式

|f(b) − f(a)| ≤ M |b − a|, a, b ∈ J

が成立つ。

(5) (定数函数の特徴付け) f ∈ C(Ī) ∩ C1(I)に対し

f ′ = 0 ⇔ f は定数函数
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(6) (不定積分の微分) f ∈ C(I), a ∈ Ī に対し F (x) =
∫ x

a
f(y)dy, x ∈ Ī と置くと

F ∈ C(Ī) ∩ C1(I)であり F は f の一つの原始函数である：F ′ = f

f の Ī上の任意の原始函数Gに対しC ∈ Rが存在してG = F + Cと表され任意の
b ∈ Īに対し微分積分の基本公式∫ b

a

f(x)dx = G(b) − G(a)

が成立つ。

(7) (一階線型非斉次微分方程式の解の存在と一意性) f ∈ C(I), a ∈ Ī , ξ ∈ Rに対し、
微分方程式 {

u′(x) = f(x), x ∈ I

u(a) = ξ

は u ∈ C(Ī) ∩ C1(I)なる一意解を持つ。

(証明)　 (1) ⇒ (2):　

J ≡ [a, b]の任意の分割 ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b を取る。各部分区間
[xj−1, xj], 1 ≤ j ≤ nに於いて (1)を適用し

f(xj) − f(xj−1) = f ′(ξj)(xj − xj−1)

なる ξj ∈ (xj−1, xj)の存在を得る。分割∆と {ξj} に依る f ′のリーマン和は
n∑

j=1

f ′(ξj)(xj − xj−1) =
n∑

j=1

(f(xj) − f(xj−1))

= f(xn) − f(x0) = f(b) − f(a)

(2) ⇒ (3):　幅が 0に収束する様な分割の列 {∆n} に対し、一定の f(b)− f(a)に等しい
f ′のリーマン和を取れば、そのリーマン和の成す列は f ′の連続性により

∫ b

a
f ′(x)dxに収

束する。

(3) ⇒ (4):　 (3)の等式の絶対値を次の様に評価する：

|f(b) − f(a)| ≤
∣∣∣∣∫ b

a

|f ′(x)|dx

∣∣∣∣ ≤ M

∣∣∣∣∫ b

a

dx

∣∣∣∣ = M |b − a|

(4) ⇒ (5):　 f ′ = 0ならば (4)のM は 0に等しいので任意の a, b ∈ Īに対し f(b) = f(a)

となる。逆は微分係数の定義から従う。

(5) ⇒ (6):　 x ∈ I及び x + h ∈ Iなる h 6= 0 に対し

F (x + h) − F (x) − hf(x) =

∫ x+h

x

f(y)dy − hf(x)

=

∫ x+h

x

(f(y) − f(x))dy
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であるから、評価

|F (x + h) − F (x) − hf(x)| ≤ |h| sup{|f(y) − f(x)|; y ∈ I, |x − y| ≤ |h|}

を得る。f の xに於ける連続性は

lim
|h|→0

sup{|f(y) − f(x)|; y ∈ I, |x − y| ≤ |h|} = 0

と同値である。これより F ′(x) = f(x)が従う。f ∈ C(I)より F ∈ C1(I) ∩ C(Ī)を
得る。f の任意の原始函数 Gは定義により G′ = f となるので G ∈ C1(I) ∩ C(Ī)であ
り (G − F )′ = G′ − F ′ = f − f = 0を満たす。(5)により G − F は定数であるから
G(b) − F (b) = G(a) − F (a)となる。従って∫ b

a

f(x)dx = F (b) = F (b) − F (a) = G(b) − G(a)

(6) ⇒ (3):　 f ∈ C(Ī) ∩ C1(I)を取り f ′ ∈ C(I)に対し (6)を適用すると f は f ′の一つ
の原始函数であるから (3)が従う。

(3) ⇒ (1):　 a < bなる a, b ∈ Īに対し f ′は有界閉区間 [a, b]上最大値及び最小値を取る。
それらを夫々M,mとする：M = max{f ′(x); x ∈ [a, b]}, m = min{f ′(x); x ∈ [a, b]}
このとき

m ≤ 1

b − a

∫ b

a

f ′(x)dx ≤ M

を得るが、この不等式は (3)を用いると

m ≤ f(b) − f(a)

b − a
≤ M

と書き換えられる。f ′の最大値及び最小値を実現する点を夫々ξ, η ∈ [a, b]とすると、こ
の不等式は

f ′(η) ≤ f(b) − f(a)

b − a
≤ f ′(ξ)

と書き換えられる。f ′に中間値の定理を適用すると

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a

なる cが ξと ηを結ぶ区間内に存在する事が従う。

(5),(6) ⇒ (7):　解の存在:　 x ∈ Īに対し

u(x) = ξ +

∫ x

a

f(y)dy

と置けば (6)により uは (7)の微分方程式の一つの解となる。

解の一意性:　もう一つの解を vとすると
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u − v ∈ C(Ī) ∩ C1(I)は (u − v)′ = 0を満たすので (5)より任意の x ∈ Īに対し

u(x) − v(x) = u(a) − v(a)

となる。右辺は u(a) = v(a) = ξより 0となる。

(7) ⇒ (5):　 (7)の f を恒等的に零であるとする。(7)より微分方程式{
u′(x) = 0, x ∈ I

u(a) = ξ

は u ∈ C(Ī) ∩ C1(I)なる一意解を持つ事になる。一意性より u(x) = ξが唯一つの解であ
る。この uは u ∈ C(Ī) ∩ C1(I) であり u′ = 0を満たすものであるが上の議論より uは定
数函数となる事が従う。

注１: (1)⇒(2)には導函数の連続性は用いていない。f の微分可能性の仮定で充分である。

注２: (2)⇒(3)には導函数の連続性は用いていない。f ′のリーマン可積分性の仮定で充分
である。

注３: (4)の結論の為には導函数の連続性は不必要である。f ′の有界性の仮定で充分である。

注４: (5)の結論の為には導函数の連続性は不必要である。fの微分可能性の仮定で充分で
ある。

注５: (1)⇔(2)⇔(3)は「微分積分の基本公式」を「平均値の定理の重ね合わせ」として捉
える見方の根拠となっている。
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