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ニュートン (Sir Isaac Newton, 1642-1727)の運動方程式に対する初期値問題は、局所リプ
シッツな力の場の下で一意的な局所解をもつ。力の場が一次増大ならば、グロンウォール
の補題に基づく局所解の先験評価 an a priori estimate に依り局所解は大域的に延長され
る。ここでは一次より速く増大する力の場の下でのニュートンの運動方程式の初期値問題
の大域解の存在について典型的な例を取り上げて考察しよう。

１．ニュートンの運動方程式に対する初期値問題の解の存在と一意性

　Xを実バナハ空間とする。F : R≥0 ×X ×X → Xは次の局所リプシッツ条件を満たす
ものとする：

(L)loc 単調増加函数 L : R≥0 → R≥0が存在し任意の ρ > 0に対し L(ρ) > 0であり
任意の t ∈ R≥0及び x, y, v, w ∈ B(0; ρ)に対し
不等式

∥F (t, x, v)− F (t, y, w)∥ ≤ L(ρ)(∥x− y∥+ ∥v − w∥)

が成立つ。ここにB(0; ρ) = {x ∈ X; ∥x∥ ≤ ρ}とする。

定理１（局所解の存在と一意性）　F : R≥0×X ×X → Xは (L)locを満たすものとする。
このとき任意の t0 ≥ 0及び (x0, v0) ∈ X ×Xに対し T ∗ ∈ (t0,∞]が存在し、ニュートンの
微分方程式の初期値問題 

x′′(t) = F (t, x(t), x′(t)), t > t0

(x(t0), x
′(t0)) = (x0, v0)

は唯一つの解 x ∈ C2([t0, T
∗);X)を持つ。更に次のどちらか一方が成立つ。

(i) 　 T ∗ = ∞

(ii) 　 T ∗ <∞ 且つ lim
t↑T ∗

(∥x(t)∥+ ∥x′(t)∥) = ∞
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（証明）　問題をバナッハ空間X ×Xにおける微分方程式

d

dt
(x(t), v(t)) = (v(t), F (t, x(t), v(t)))

の初期値問題として捉え積分方程式

(x(t), v(t)) = (x0, v0) +

∫ t

t0

(v(t′), F (t′, x(t′), v(t′)))dt′

の形で議論すれば良い。

大域解の存在を保障する為の F の条件として一次増大条件を考えよう：

(LG) 局所可積分函数M : R≥0 → R≥0が存在し任意の t ∈ R≥0 及び x, v ∈ Xに対し

不等式
∥F (t, x, v)∥ ≤M(t)(∥x∥+ ∥v∥+ 1)

が成立つ。

定理２（大域解の存在 I ）　 F : R≥0 × X × X → X は (L)loc及び (LG)を満たすもの
とする。このとき任意の t0 ≥ 0及び (x0, v0) ∈ X × X に対し定理１で与えられる T ∗は
T ∗ = ∞である。

（証明）　グロンウォールの補題を用いて解の先験評価が得られるので定理１の (ii)は成
立しない事が分かる。

Xが内積 (·|·)を持つ実ヒルベルト空間の場合に条件 (LG)は次の様に弱められる：

(LG)′ 局所可積分函数M : R≥0 → R≥0が存在し任意の t ∈ R≥0 及び x, v ∈ Xに対し

不等式
(v|F (t, x, v)) ≤M(t)(∥x∥2 + ∥v∥2 + 1)

が成立つ。

定理３（大域解の存在 II）　Xは実ヒルベルト空間としF : R≥0 ×X ×X → Xは (L)loc
及び (LG)′を満たすものとする。このとき任意の t0 ≥ 0及び (x0, v0) ∈ X ×Xに対し
定理１で与えられる T ∗は T ∗ = ∞である。
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（証明）　任意の t ∈ (0, T ∗)に対して成立つ微分不等式

d

dt
(∥x(t)∥2 + ∥x′(t)∥2 + 1)

= 2(x′(t)|x(t)) + 2(x′′(t)|x′(t))
= 2(x′(t)|x(t)) + 2(F (t, x(t), x′(t)|x′(t))
≤ (2M(t) + 1)(∥x(t)∥2 + ∥x′(t)∥2 + 1)

を積分すれば解の先験評価が得られるので定理１の (ii)は成立しない事が分かる。

２．優線型斥力場の下での古典軌道

Hを内積 (·|·)を持つ実ヒルベルト空間とする。p > 1及び x0, v0 ∈ Hに対し次の初期値問
題を考える：

(E)p+


x′′(t) = ∥x(t)∥p−1x(t), t > 0

(x(0), x′(0)) = (x0, v0)

前節の定理１により T ∗ ∈ (0,∞]が存在し x ∈ C2([0, T ∗);H)なる解の存在と一意性が従
う。ここに T ∗ = ∞であるかまたは T ∗ < ∞且つ lim

t↑T ∗
(∥x(t)∥ + ∥x′(t)∥) = ∞のどちらか

一方が成立っている。以下 t ∈ [0, T ∗)として議論する。等式

d

dt

(
1

2
∥x′(t)∥2 − 1

p+ 1
∥x(t)∥p+1

)
= (x′′(t)|x′(t))− ∥x(t)∥p−1(x′(t)|x(t))
= (x′′(t)− ∥x(t)∥p−1x(t)|x′(t)) = 0

により次で定義されるエネルギー

　　E(t) =
1

2
∥x′(t)∥2 − 1

p+ 1
∥x(t)∥p+1 (2.1)

は保存量となる：

　　E(t) = E(0) =
1

2
∥v0∥2 −

1

p+ 1
∥x0∥p+1 (2.2)

時刻 tに於ける位置ベクトルの長さの自乗を φ(t) = ∥x(t)∥2と表す事により函数
φ : [0, T ∗) → Rが定まる。φを時間変数に就いて微分すると

φ′(t) = 2(x′(t)|x(t)),
φ′′(t) = 2(x′′(t)|x(t)) + 2∥x′(t)∥2

= 2(∥x(t)∥p−1x(t)|x(t)) + 4E(t) +
4

p+ 1
∥x(t)∥p+1

=
2(p+ 3)

p+ 1
∥x(t)∥p+1 + 4E(0)

を得るので φは微分方程式
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　　 φ′′(t) =
2(p+ 3)

p+ 1
φ(t)

p+1
2 + 4E(0) (2.3)

を満たす事が分かる。このとき、等式

((φ′)2 − 8

p+ 1
φ

p+3
2 − 8E(0)φ)′ = 2φ′

(
φ′′ − 2(p+ 3)

p+ 1
φ

p+1
2 − 4E(0)

)
= 0

を積分すれば保存則

　　 φ′(t)2 − 8

p+ 1
φ(t)

p+3
2 − 8E(0)φ(t) = φ′(0)2 − 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2 − 8E(0)φ(0) (2.4)

が得られる。右辺はコーシー・シュワルツの不等式により非正である：

φ′(0)2 − 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2 − 8E(0)φ(0)

= 4(x′(0)|x(0))2 − 8

p+ 1
∥x(0)∥p+3 − (4∥x′(0)∥2 − 8

p+ 1
∥x(0)∥p+1)∥x(0)∥2

　　 = 4(v0|x0)2 − 4∥v0∥2∥x0∥2 ≤ 0 (2.5)

また φは微分方程式 (2.3)を積分する事により等式

φ′(t) = φ′(0) +

∫ t

0

φ′′(s)ds

= φ′(0) + 4E(0)t+
2(p+ 3)

p+ 1

∫ t

0

φ(s)
p+1
2 ds, (2.6)

φ(t) = φ(0) +

∫ t

0

φ′(s)ds

= φ(0) + φ′(0)t+ 2E(0)t2 +
2(p+ 3)

p+ 1

∫ t

0

(t− s)φ(s)
p+1
2 ds

を満たしている事が分かる。
微分方程式の初期値問題 (Ep

+)に関する基本的結果を纏めて置こう：

定理４　 p > 1に対し微分方程式の初期値問題 (E)p+が時間大域解を持つ（即ち T ∗ = ∞）
為の必要充分条件は

　　 v0 = −
√

2

p+ 1
∥x0∥

p−1
2 x0 (2.7)

である。このとき x0 = 0（従って v0 = 0）ならば解 xは恒等的に零であり x0 ̸= 0（従っ
て v0 ̸= 0）ならば t ≥ 0に於ける等式

　　 ∥x(t)∥ =

(
∥x0∥−

p−1
2 +

p− 1√
2(p+ 1)

t

)− 2
p−1

, (2.8)

　　 ∥x′(t)∥ =

(
∥v0∥−

p−1
p+1 +

p− 1

2

(
2

p+ 1

) 1
p+1

t

)− p+1
p−1

(2.9)
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が成立つ。

（証明）　１．(x0, v0) = (0, 0)の場合：
　解の一意性により零解が唯一の (Ep

+)の解となる。

２．x0 ̸= 0, v0 = −
√

2

p+ 1
∥x0∥

p−1
2 x0の場合：

　解を x ∈ C2([0, T ∗);H)と表す。E(0) =
1

2
∥x0∥2−

1

p+ 1
∥v0∥2 = 0故任意の t ∈ [0, T ∗)

に対し等式

　　
1

2
∥x′(t)∥2 = 1

p+ 1
∥x(t)∥p+1 (2.10)

が成立つ。また φ(t) = ∥x(t)∥2は任意の t ∈ [0, T ∗)に対し微分方程式

　　 φ′′(t) =
2(p+ 3)

p+ 1
φ(t)

p+1
2 (2.11)

及び保存則

　　 φ′(t)2 − 8

p+ 1
φ(t)

p+3
2 = φ′(0)2 − 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2 = 4(v0|x0)2 − 4∥v0∥2∥x0∥2 = 0

(2.12)

を満たしている事が分かる。更に

φ′(0) = 2(v0|x0) = −2 ·
√

2

p+ 1
∥x0∥2 < 0

となっているから T0 > 0が存在し任意の t ∈ [0, T0]に対し φ′(t) < 0が成立つ。故に任意
の t ∈ [0, T0]に対し

　　 φ′(t) = −
√

8

p+ 1
φ(t)

p+3
4 (2.13)

が成立つ。これより従う等式

(φ(t)−
p−1
4 )′ = −p− 1

4
φ(t)−

p−1
4

−1φ′(t) =
p− 1√
2(p+ 1)

を積分し

φ(t)−
p−1
4 = φ(0)−

p−1
4 +

p− 1√
2(p+ 1)

t

即ち

　　 φ(t) =

(
φ(0)−

p−1
4 +

p− 1√
2(p+ 1)

t

)− 4
p−1

(2.14)
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を得る。さて (2.14)は [0, T0]で意味を持つばかりでなく (2.11)及び (2.13)を [0,∞)上満
たしている。微分方程式 (2.11)の初期値問題の局所解の一意性により、(2.14)で与えられ
る φは (2.11)の一意的な大域解で sup

t≥0
φ(t) = φ(0) となっている。よって ∥x(t)∥2 = φ(t)

及び ∥x′(t)∥2 =

√
2

p+ 1
φ(t)

p+1
2 は x(t)の存在区間上有界となっている。これは解 xの大

域的存在 (T ∗ = ∞)を意味する。更に (2.14)は (2.8)そのものであり (2.9)は (2.10)及び
(2.8)より従う。

そこで以下では (2.7)が成立たない場合を考える。T ∗ = ∞として矛盾を導けば定理が
従う。

３．E(0) > 0 の場合：　

　 (2.3)により任意の t ≥ 0に対し φ′′(t) ≥ 4E(0) > 0であるから

φ′(t) ≥ φ′(0) + 4E(0)t

φ(t) ≥ φ(0) + φ′(0)t+ 2E(0)t2

が成立つ。故に T0 > 0が存在し任意の t ≥ T0に対し不等式

φ′(t) ≥ 2E(0)t > 0,

φ(t) ≥ φ(0) + E(0)t2 > 0,

4

p+ 1
φ(t)

p+3
2 + 8E(0)φ(t) ≥ φ′(0)2 − 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2 − 8E(0)φ(0)

が成立つ。従って (2.4)によりに任意の t ≥ T0に対し不等式

　　 φ′(t)2 − 4

p+ 1
φ(t)

p+3
2 ≥ 0 (2.15)

が導かれる。φ, φ′ > 0であるから (2.15)は

φ′(t) ≥ 2√
p+ 1

φ(t)
p+3
4

と同値であり微分不等式

(φ(t)−
p−1
4 )′ = −p− 1

4
φ(t)−

p+3
4 φ′(t) ≤ − p− 1

2
√
p+ 1

を区間 [T0, t]上積分する事により

φ(t)−
p−1
4 ≤ φ(T0)

− p−1
4 − p− 1

2
√
p+ 1

(t− T0)

が得られるが tを充分大きく取れば右辺は負となるので矛盾である。
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４．E(0) = 0, φ′(0) > 0の場合：

　第 3段と同様に、不等式

φ′(t) ≥ φ′(0),

φ(t) ≥ φ(0) + φ′(0)t

が成立ち T0 > 0が存在して任意の t ≥ T0に対し

φ′(t) ≥ 2√
p+ 1

φ(t)
p+3
4

が成立つので矛盾が導かれる。

５．E(0) = 0, φ′(0) > 0の場合：　

　 (2.3)により φは微分方程式

　　 φ′′(t) =
2(p+ 3)

p+ 1
φ(t)

p+1
2 (2.16)

を満たすので任意の t ≥ 0に対し φ′′(t) ≥ 0となる。これより

φ′(t) ≥ φ′(0) = 0,

φ(t) ≥ φ(0) ≥ 0,

が従う。一方 (2.4)より

φ′(t)2 − 8

p+ 1
φ(t)

p+3
2 = 8E(0)φ(t) + φ′(0)2 − 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2 − 8E(0)φ(0)

= − 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2 ≤ 0

となるので

0 ≤ φ′(t)2 ≤ 8

p+ 1
φ(t)

p+3
2

の平方根を取って

0 ≤ φ′(t) ≤ 2
√
2√

p+ 1
φ(t)

p+3
4

を得る。これより (2.16)と合せて

φ′′(t) =
2(p+ 3)

p+ 1
φ(t)

p+1
2 ≥ 2(p+ 3)

p+ 1

(√
p+ 1

2
√
2
φ′(t)

) 4
p+3

· p+1
2

=
2(p+ 3)

p+ 1

(
p+ 1

8

) p+1
p+3

(φ′(t))
2(p+1)
p+3
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を得る。右辺の φ′(t)の指数は 2(p+1)
p+3

= 1 + p−1
p+3

> 1となるから第 3段と同じ議論により

φ′(t)は有限時間で爆発する。従って φ(t)
p+3
4 もそうであり矛盾である。

６．E(0) = 0, φ′(0) < 0の場合：
もし φ′(t0) > 0なる t0 > 0が存在したとすると (2.3)より任意の t ≥ t0に対し

φ′(t) = φ′(t0) +
2(p+ 3)

p+ 1

∫ t

t0

φ(s)
p+1
2 ds ≥ φ′(t0)

となり、これより

φ(t) = φ′(t0) +

∫ t

t0

φ′(s)ds ≥ φ(t0) + φ′(t0)(t− t0)

が従うので第 3段と同様の議論により矛盾が導かれる。故に任意の t ≥ 0に対しφ′(t) ≤ 0

が成立つ。特に φは単調減少で下に有界である。一方、方程式 (2.16)より φ′は単調増加
であり既に示した様に上に有界である。従って t → ∞に於ける φ(t)及び φ′(t)の極限が
存在する。それを夫々β ≥ 0及び γ ≤ 0と表す事にする。

(1) β > 0の場合：　

　 βの性質により不等式

φ′(t) = φ′(0) +
2(p+ 3)

p+ 1

∫ t

0

φ(s)
p+1
2 ds ≥ φ′(0) +

2(p+ 3)

p+ 1
β

p+1
2 t

が成立つが充分大きな tに対し右辺は正となって矛盾を得る。

(2) β = 0の場合：　

　保存則 (2.4)

φ′(t)2 − 8

p+ 1
φ(t)

p+3
2 = φ′(0)− 8

p+ 1
φ(0)

p+3
2

に於いて t→ ∞とすると左辺は γ2に収束するが右辺は (2.5)により非正である。故に右辺
は 0でありγも 0に等しい事が分かる。これより (v0|x0)2 = ∥v0∥2∥x0∥2が従う。故にλ ∈ R
が存在し v0 = λx0が成立つ。条件 φ′(0) < 0より λ∥x0∥2 = (v0|x0) = φ′(0) < 0となるの
で λ < 0である。またE(0) = 0より 0 = 1

2
∥v0∥2 − 1

p+1
∥x0∥p+1 = 1

2
∥x0∥2(λ2 − 2

p+1
∥x0∥p−1)

が導かれるがφ′(0) < 0より x0 ̸= 0となるので λ =
√

2
p+1

∥x0∥
p−1
2 を得る。これは (2.7)そ

のものであり、この議論の大前提に矛盾する。
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７．E(0) < 0の場合：　

　 (2.4)及び (2.5)により

0 ≤ (φ′(t))2 ≤ 8

p+ 1
(φ(t)

p+1
2 + (p+ 1)E(0))φ(t)

を得る。これより
φ(t)

p+1
2 ≥ −(p+ 1)E(0) > 0

を得るので (2.6)より

φ′(t) ≥ φ′(0) + 4E(0)t− 2(p+ 3)E(0)t

= φ′(0)− 2(p+ 1)E(0)t

更には
φ(t) ≥ φ(0) + φ′(0)t− (p+ 1)E(0)t2

が従う。第 3段と同様にこれは矛盾を導く。

３．優線型引力場の下での古典軌道：　
Hを内積 (·|·)を持つ実ヒルベルトと空間とする。p > 1及び x0, v0 ∈ Hに対し次の初期値
問題を考える：

(E)p−


x′′(t) = −∥x(t)∥p−1x(t), t > 0

(x(0), x′(0)) = (x0, v0)

前節の議論と同様に x ∈ C2([0, T ∗);H)なる解の存在と一意性が従い

E(t) =
1

2
∥x′(t)∥2 + 1

p+ 1
∥x(t)∥p+1

で定義されるエネルギーは保存量

E(t) = E(0), t ∈ [0, T ∗)

となる。これより

　　 sup
t∈[0,T ∗)

∥x′(t)∥ ≤ (2E(0))
1
2 , sup

t∈[0,T ∗)

∥x(t)∥ ≤ ((p+ 1)E(0))
1

p+1 (3.1)

が得られるので T ∗ = ∞即ち xは大域解であり xは

x, x′, x′′ ∈ (C ∩ L∞)([0,∞);H)

なるクラスに属している事が分かる。特に (3.1)と (E)p−により

　　 sup
t≥0

∥x(t)∥ ≤ ((p+ 1)E(0))
1

p+1 , (3.2)
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　　 sup
t≥0

∥x′(t)∥ ≤ (2E(0))
1
2 , (3.3)

　　 sup
t≥0

∥x′′(t)∥ ≤ ((p+ 1)E(0))
p

p+1 (3.4)

が成立ち、古典軌道は有界に留まっている事が分かる。
そこで古典軌道を詳しく調べてみよう。(E)p−は円運動する解を持つ。その特徴付けは
次で与えられる。

定理５　　 (E)p−の解 x ∈ C2([0,∞);H)に対し次は同値である：

（1）任意の t ≥ 0に対し ∥x(t)∥ = ∥x0∥

（2）任意の t ≥ 0に対し (x′(t)|x(t)) = 0

（3）x0, v0 ∈ Hは (v0|x0) = 0, ∥x0∥p+1 = ∥v0∥2を満たし x0 ̸= 0なる時 xは

x(t) = cos(∥x0∥
p−1
2 t)x0 +

sin(∥x0∥
p−1
2 t)

∥x0∥
p−1
2

v0

と表される。
上の同値な命題が成立つとき任意の t ≥ 0に対し等式

∥x(t)∥p+1 = ∥x′(t)∥2 = ∥x0∥p+1 = ∥v0∥2 =
2(p+ 1)

p+ 3
E(0)

が成立つ。

（証明）　 (1) ⇒ (2) : (x′(t)|x(t)) = 1

2

d

dt
∥x(t)∥2 = 0

(2) ⇒ (1) : ∥x(t)∥2 = ∥x(0)∥2 +
∫ t

0

d

ds
∥x(s)∥2ds

= ∥x0∥2 + 2

∫ t

0

(x′(s)|x(s))ds = ∥x0∥2

(1) ⇒ (3) :　先ず x0 ̸= 0の場合を考える。

x′′(t) = −∥x0∥p−1x(t)

となるので直ちに解の表示を得る。(1)と同値な (2)に於いて t = 0と置くと (v0|x0) = 0

が従う。解の表示を微分して

x′(t) = −∥x0∥
p−1
2 sin(∥x0∥

p−1
2 t)x0 + cos(∥x0∥

p−1
2 t)v0

10



を得るので (v0|x0) = 0を用いると

(x′(t)|x(t)) = sin(∥x0∥
p−1
2 t) cos(∥x0∥

p−1
2 t)

∥x0∥
p−1
2

(∥v0∥2 − ∥x0∥p+1)

を得る。仮定 ∥x0∥ ̸= 0と (2)より等式 ∥v0∥2 = ∥x0∥p+1が従う。
次に x0 = 0の場合を考える。(1)より任意の t ≥ 0に対し x(t) = 0となる。よって t > 0

に対して x′(t) = 0となり t→ 0として v0 = x′(0) = 0を得る。これより (3)が従う。
(3) ⇒ (2) :　 (1)⇒(3)と同様な計算による。

(E)p±に現れる力の場は所謂中心力場なので全ての軌道は平面上に載っている。これを
定式化すると次の様になる。

定理６ (E)p±の解 x ∈ C2([0,∞);H)の値域 x([0,∞))は初期値 x0, v0の張るHの部分空間
M = span(x0, v0) = {λx0 + µv0 ∈ H;λ, µ ∈ R} に含まれる：x([0,∞)) ⊂M

(証明)　M の直交補空間M⊥ = {u ∈ H; ∀v ∈ M, (u|v) = 0}から任意に u ∈ M⊥を取
り ψ(t) = (u|x(t))と置く。ψは微分方程式

ψ′′(t) = (u|x′′(t)) = −∥x(t)∥p−1ψ(t)

及び初期条件 ψ(0) = (u|x0) = 0, ψ′(0) = (u|v0) = 0を満たす。これより

ψ′(t) = −
∫ t

0

∥x(s)∥p−1ψ(s)ds,

ψ(t) = −
∫ t

0

∫ s

0

∥x(τ)∥p−1ψ(τ)dτds = −
∫ t

0

(t− τ)∥x(τ)∥p−1ψ(τ)dτ

を得る。任意に T > 0を取り t ∈ [0, T ]で考え、積分不等式

|ψ(t)| ≤ T

∫ t

0

∥x(τ)∥p−1|ψ(τ)|dτ

を得る。グロンウォールの補題より任意の t ∈ [0, T ]に対し |ψ(t)| = 0が従う。T > 0は
任意であったから任意の t ≥ 0に対し (u|x(t)) = 0が従う。u ∈ M⊥は任意であったから
x(t) ∈M⊥⊥ = M̄ =M が従う。

さて dimM ≤ 2であるので 3つの場合に就いて夫々(E)p−の解の軌道を考えよう。

１．dimM = 0の場合

この場合は x0 = v0 = 0であるので (E)p−の解は恒等的に原点に不動のままとなる。　　
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２．dimM = 1の場合

この場合はM = span(x0)またはM = span(v0)となる。x0 ̸= 0の場合M = span(x0)と
して、x0 = 0の場合M = span(v0), v0 ̸= 0として考えれば良い。

(1)　M = span(x0), x0 ̸= 0 の場合：　 x(t) ∈M = span(x0)であるから
x(t) = ((x(t)|x0)/∥x0∥2)x0と表される。このとき

∥x(t)∥2 = (x(t)|x0)2/∥x0∥2,
x′′(t) = ((x′′(t)|x0)/∥x0∥2)x0,
∥x(t)∥p−1x(t) = (|(x(t)|x0)|p−1(x(t)|x0)/∥x0∥p+1)x0

が成立つので
(x′′(t)|x0) = −|(x(t)|x0)|p−1(x(t)|x0)/∥x0∥p−1

を得る。そこで y(t) = (x(t)|x0)/∥x0∥と置くと yはC2([0,∞);R)に属し

(Ẽ)p−


y′′(t) = −|y(t)|p−1y(t)

y(0) = ∥x0∥, y′(0) = (v0|x0)/∥x0∥

の解となっている。(Ẽ)p−に対するエネルギー保存則は

　　 1
2
(y′(t))2 + 1

p+1
|y(t)|p+1 = 1

2
(y′(0))2 + 1

p+1
|y(0)|p+1 ≡ E(0) (3.5)

で与えられる。

定理７　 x0 ̸= 0に対し (Ẽ)p−の大域解 y ∈ C2([0,∞);R)は次の性質を持つ：　

（1）T0 > 0が存在し次を満たす

(a) y′(T0) = 0

(b) y′(0) > 0なら任意の t ∈ (0, T0)に対し y′(t) > 0

y′(0) ≤ 0なら任意の t ∈ (0, T0)に対し y′(t) < 0

（2）T1 > 2T0が存在し次を満たす

(a) y′(T1) = 0

(b) y′(0) > 0なら任意の t ∈ (T0, T1)に対し y′(t) < 0

y′(0) ≤ 0なら任意の t ∈ (T0, T1)に対し y′(t) > 0
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（3）yは周期 T ≡ 2(T1 − T0)を持つ周期解である。即ち任意の t ≥ 0に対し

y(t+ T ) = y(t), y′(t+ T ) = y′(t)

　　が成立つ。

（4）　 T は次で与えられる：

T = 2
√
2

∫ ((p+1)E(0))1/(p+1)

0

1√
E(0)− 1

p+1
sp+1

ds

= 2
√
2(p+ 1)

1
(p+1) (E(0))−

p−1
2(p+1)

∫ 1

0

1

1− τ p+1
dτ

= 2
√
2(p+ 1)−

p
p+1B(

1

p+ 1
,
1

2
)(E(0))−

p−1
p+1

ここにBはベータ函数である。

註．　 s ↑ ((p+ 1)E(0))1/(p+1)なるとき

E(0)− 1

p+ 1
sp+1

= ((p+ 1)E(0))p/(p+1)(((p+ 1)E(0))1/(p+1) − s) +O((((p+ 1)E(0))1/(p+1) − s)2)

であるから (4)の積分は収束する。

(証明)　 (1)　 T0 > 0の存在を 3つの場合に分けて証明しよう。

(a) y′(0) > 0の場合：　任意の t > 0に対し y′(t) > 0であると仮定する。このとき任意の
t ≥ 1に対し y(t) ≥ y(1) ≥ y(0) > 0となり不等式

y′(t) = y′(1)−
∫ t

1

|y(s)|p−1y(s)ds ≤ y′(1)− |y(1)|p(t− 1)

が成立つ事となるが右辺は充分大きな tに対し負となり仮定に反する。これより T0 =

sup{t > 0；任意の s ∈ [0, T ]に対し y′(s) > 0} が Rの上に有界な部分集合の上限として
定まり y′(T0) = 0及び任意の t ∈ (0, T0)に対し y′(t) > 0が成立つ。

(b) y′(0) < 0の場合：　任意の t < 0に対し y′(t) < 0であると仮定する。このとき y(t)

は下に有界で単調減少となり t → ∞に於いて−((p + 1)E(0))2/(p+1) ≤ m ≤ y(0)なる極
限値m = lim

t→∞
y(t)を持つ。m < 0であるとすると t0 > 0が存在し任意の t ≥ t0に対し

y(t) ≤ −|m|/2となり不等式

y′(t) = y′(t0)−
∫ t

t0

|y(s)|p−1y(s)ds = y′(t0) +

∫ t

t0

|y(s)|pds

≥ y′(t0) + (|m|/2)p(t− t0)
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が成立つ事となるが右辺は充分大きな tに対し正となり仮定に反する。故にm ≥ 0であ
り任意の t ≥ 0に対し 0 ≤ m ≤ y(t) ≤ y(0)である事が分かる。方程式 (Ẽ)p−より y′′ ≤ 0

となるから y′(t)は下に有界で単調減少となり t → ∞に於いて−(2E(0))1/2 ≤ ℓ ≤ 0なる
極限値 ℓ = lim

t→∞
y′(t)を持つ。ℓ < 0であるとすると t0 > 0が存在し任意の t ≥ t0に対し

y′(t) ≤ −|ℓ|/2となり不等式

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0

y′(s)ds ≤ y(t0)− (|ℓ|/2)(t− t0)

が成立つ事となるが右辺は充分大きな tに対し負となり y(t) ≥ m ≥ 0に矛盾する。故に
ℓ = 0であり (3.5)に於いて t→ ∞とすると

1

p+ 1
mp+1 =

1

2
(y′(0))2 +

1

p+ 1
|y(0)|p+1

が従う。これより y(0) < mとなり矛盾を得る。従って T0 = sup{t > 0; 任意の s ∈ [0, t]

に対し y′(s) < 0}が Rの上に有界な部分集合の上限として定まり y′(T0) = 0及び任意の
t ∈ (0, T0)に対し y′(t) < 0が成立つ。

(c) y′(0) = 0の場合：　 y(0) > 0より δ = y(0)/2と置くと ε > 0が存在し任意の t ∈ [0, ε]

に対し y(t) ≥ δ > 0が成立つ。方程式より y′′(t) ≤ −δpが任意の t ∈ [0, ε]に対して成立つ
ので不等式

y′(t) = y′(0) +

∫ t

0

y′′(s)ds ≤ −δpt

が従う。特に y′(ε) < 0となっている。 (b)の場合と同様に議論すれは T0の存在が従う。

(2)　 T1 > 2T0の存在を 3つの場合に分けて証明しよう。

(a) y′(0) > 0の場合：　 y ∈ C2([0,∞) : R)の区間 [0, T0]に於ける値を用いて

z(t) =

{
y(t), t ∈ [0, T0]

y(2T0 − t), t ∈ [T0, 2T0]

なる函数 z : [0, 2T0] → Rを考える。ε > 0とし ε→ 0なるとき
z′(T0 − ε) → y′(T0) = 0,

z′(T0 + ε) = −y′(2T0 − (T0 + ε)) = −y′(T0 − ε) → −y′(T0) = 0,

z′′(T0 + ε) = y′′(2T0 − (T0 + ε)) = y′′(T0 − ε) → y′′(T0)

より zは [0, 2T0]上C2級であり (Ẽ)p−の解となっている。解の一意性より [0, 2T0]上 yと z

は一致する。このとき z′(2T0) = −y′(0) < 0, z(2T0) = y(0) > 0となるので (1)の (b)の場
合に於ける議論により T1 > 2T0の存在が従う。

(b) y′(0) < 0の場合：　上と同様に z を定めると [0, 2T0]上 yと z は一致する。このと
き z′(2T0) = −y′(0) > 0, z(2T0) = y(0) > 0となるので (1)の (a)の場合の議論により
T1 > 2T0の存在が従う。

(c) y′(0) = 0の場合：　上と同様に zを定めると [0, 2T0]上と yと zは一致する。このと
き z′(2T0) = −y′(0) = 0, z(2T0) = y(0) > 0となるので (1)の (c)の場合の議論により
T1 > 2T0の存在が従う。

14



(3)　 y ∈ C2([0,∞) : R)の区間 [0, T1]に於ける値を用いて

z(t) =

{
y(t), t ∈ [0, T1]

y(2T1 − t), t ∈ [T1, 2(T1 − T0)]

なる函数 z : [0, 2(T1 − T0)] → Rを考える。ε > 0とし ε→ 0なるとき
z′(T1 − ε) → y′(T1) = 0,

z′(T1 + ε) = −y′(2T1 − ((T1 + ε)) = −y′(T1 − ε) → −y′(T1) = 0,

z′′(T1 + ε) = y′′(2T1 − (T1 + ε)) = y′′(T1 − ε) → y′′(T1)

より zは [0, 2(T1 − T0)]上C2級であり (Ẽ)p−の解となっている。
解の一意性より [0, 2(T1 − T0)]上 yと zは一致する。このとき
z′(2(T1 − T0)) = y(2T0) = y(0),

z′(2(T1−T0)−ε) = −y′(2T1−(2(T1−T0)−ε)) = −y′(2T0+ε) → −y′(2T0) = y′(0) (ε ↓ 0)

より T = 2(T1 − T0)とすれば z(T ) = y(0), z′(T ) = y′(0)となる。従って [0,∞) ∋ t 7→
y(t+ T ) ∈ Rは (Ẽ)p−を満たす。解の一意性により任意の t ≥ 0に対し y(t+ T ) = y(t)が
成立つ。

(4) 　 (a)　 y′(0) > 0の場合：　 [0, T0)上 y′(t) > 0であるので (3.5)より

y′(t) =
√

2(E(0)− 1
p+1

|y(t)|p+1)

が成立つ。[0, T0) ∋ t 7→ y(t) ∈ Rの逆函数を y−1 : y([0, T0)) ∋ s 7→ y−1(s) ∈ Rとすれば
y′(y−1(s)) =

√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1), s = y(t) = y(y−1(s)), 1 = y′(y−1(s))(y−1)′(s),

dt = (y−1)′(s)ds = 1
y′(y−1(s))

ds, y(T0) = ((p+ 1)E(0))1/(p+1), y(0) = ∥x0∥より

T0 =

∫ T0

0

dt =

∫ y(T0)

y(0)

1

y′(y−1(s))
ds =

∫ ((p+1)E(0))1/(p+1)

∥x0∥

1√
2(E(0)− 1

p+1
sp+1)

ds

が従う。(T0, T1)上 y′(t) < 0であるので (3.5)より

y′(t) = −
√

2(E(0)− 1
p+1

|y(t)|p+1)

となる。(T0, T1) ∋ t 7→ y(t) ∈ Rの逆函数を y−1 : y((T0, T1)) ∋ s 7→ y−1(s) ∈ Rとすれば
y′(y−1(s))) = −

√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1), dt = 1

y′(y−1(s))
ds,

y(T1) = −((p+ 1)E(0))1/(p+1), y(2T0) = y(0) = ∥x0∥より

T1 − 2T0 =

∫ T1

2T0

dt =

∫ y(T1)

y(2T0)

1

y′(y−1(s))
ds =

∫ ∥x0∥

−((p+1)E(0))1/(p+1)

1√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1)

ds
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が従う。以上より

T = 2(T1 − T0) = 2

(∫ ∥x0∥

−((p+1)E(0))1/(p+1)

+

∫ ((p+1)E(0))1/(p+1)

∥x0∥

)
1√

2(E(0)− 1
p+1

|s|p+1)
ds

=
√
2

∫ ((p+1)E(0))1/(p+1)

−((p+1)E(0))1/(p+1)

1√
E(0)− 1

p+1
|s|p+1

ds

=

∫ ((p+1)E(0))1/(p+1)

0

2
√
2√

E(0)− 1
p+1

sp+1
ds

を得る。

(b)　 y′(0) ≤ 0の場合：　 (0, T0)上 y′(t) > 0であるので (3.5)より

y′(t) = −
√

2(E(0)− 1
p+1

|y(t)|p+1)

が成立つ。(0, T0) ∋ t 7→ y(t) ∈ Rの逆函数を y−1 : y((0, T0)) ∋ s 7→ y−1(s) ∈ Rとすれば
y′(y−1(s)) = −

√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1), dt = 1

y′(y−1(s))
ds, y(T0) = −((p+ 1)E(0))1/(p+1),

y(0) = ∥x0∥より

T0 =

∫ T0

0

dt =

∫ y(T0)

y(0)

1

y′(y−1(s))
ds =

∫ ∥x0∥

−((p+1)E(0))1/(p+1)

1√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1)

ds

が従う。(T0, T1)上 y′(t) > 0であるので (3.5)より

y′(t) =
√

2(E(0)− 1
p+1

|y(t)|p+1)

となる。(T0, T1) ∋ t 7→ y(t) ∈ Rの逆函数を y−1 : y((T0, T1)) ∋ s 7→ y−1(s) ∈ Rとすれば
y′(y−1(s))) =

√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1), dt = 1

y′(y−1(s))
ds, y(T1) = ((p+ 1)E(0))1/(p+1),

y(2T0) = y(0) = ∥x0∥より

T1 − 2T0 =

∫ y(T1)

y(2T0)

1

y′(y−1(s))
ds =

∫ ((p+1)E(0))1/(p+1)

∥x0∥

1√
2(E(0)− 1

p+1
|s|p+1)

ds

が従う。(a)の場合と同様に T の表示を得る。

(2)M = span(v0), v0 ̸= 0の場合：　x(t) ∈M = span(v0)であるからx(t) = ((x(t)|v0)/∥v0∥2)v0
と表される。y(t) = (x(t)|v0)/∥v0∥と置くと yはC2([0,∞);R)に属し

(Ẽ)p−


y′′(t) = −|y(t)|p−1y(t)

y(0) = (x0|v0)/∥v0∥, y′(0) = ∥v0∥

の解となっている。yに対して定理７と同様な命題が成立つ。但し y′(0) > 0であるので
(1)と (2)の (b)の主張は前半の場合のみ意味を持つ。
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３．dimM = 2の場合 　

この場合 x0と v0は一次独立であり特に ∥x0∥ ̸= 0, ∥v0∥ ̸= 0, 0 ≤ |(x0|v0)| < ∥x0∥∥v0∥
となっている。e1, e2 ∈ R2を |e1| = |e2| = 1, e1 · e2 = 0なるものとする。ここに u =

(u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R2に対し u · v = u1v1 + u2v2, |u| =
√
u · uであるとする。さて

　　 T±

(
x0

∥x0∥

)
= e1, T±

(
v0

∥v0∥

)
= (x0|v0)

∥x0∥∥v0∥e1 ±
(
1−

(
(x0|v0)

∥x0∥∥v0∥

)2)1/2

e2 (3.6)

と定めるとM = span(x0, v0) = {λx0 + µv0 ∈ H;λ, µ ∈ R}上で

　　 T±(λx0 + µv0) =
(
λ∥x0∥+ µ (x0|v0)

∥x0∥

)
e1 ± µ

(
1−

(
(x0|v0)

∥x0∥∥v0∥

)2)1/2

∥v0∥e2 (3.7)

なる線型写像 T± :M → R2が定まる。Range T± = span(e1, e2) = R2より T±は全射で

|T±(λx0 + µv0)|2 =
(
λ∥x0∥+ µ

(x0v0)

∥x0∥

)2

+ µ2

(
1−

(
(x0v0)

∥x0∥∥v0∥

)2
)
∥v0∥2

= λ2∥x0∥2 + 2λµ(x0|v0) + µ2∥v0∥2

= ∥λx0 + µv0∥2

よりT±は等距離特に単射でありT±はMとR2との線型同型を与える。さて y(t) = T±x(t)

と置くと y ∈ C2([0,∞);R2)であり yは

　　 y′′(t) = T±x
′′(t) = −∥x(t)∥p−1T±x(t) = −|y(t)|p−1y(t), (3.8)

　　 y(0) = T±x0 = ∥x0∥e1, (3.9)

　　 y′(0) = T±v0 =
(x0|v0)
∥x0∥ e1 ±

(
1−

(
(x0v0)

∥x0∥∥v0∥

)2)1/2

∥v0∥e2 (3.10)

を満たす。さて y(t) ∈ R2を極座標表示し

y(t) = (r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t)) = r(t)eρ(t)

eρ(t) = (cos θ(t), sin θ(t))

と置く。eρ(t)に垂直な単位ベクトルとして

eφ(t) = (− sin θ(t), cos θ(t))

を取る。e′ρ(t) = θ′(t)eφ(t)及び e′φ(t) = −θ′(t)eρ(t)により

　　 y′(t) = r′(t)eρ(t) + r(t)θ′(t)eφ(t), (3.11)

　　 y′′(t) = (r′′(t)− r(t)(θ′(t))2)eρ(t) + (2r′(θ)θ′(t) + r(t)θ′′(t))eφ(t) (3.12)

　　 |y(t)|p−1y(t) = r(t)peρ(t) (3.13)
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となるので (3.8)は 
r′′(t)− r(t)(θ′(t))2 = −r(t)p, (3.14)

2r′(θ)θ′(t) + r(t)θ′′(t) = 0 (3.15)

と同値となる。さて e1 = eρ(0), e2 = eφ(0)と定めると (3.9)-(3.11)より

　　 r(0) = ∥x0∥, r′(0) = (x0|v0)
∥x0∥ , θ

′(0) = ±
(
1−

(
(x0|v0)

∥x0∥∥v0∥

)2)1/2
∥v0∥
∥x0∥ (3.16)

が従う。特に
r(0) > 0, θ′(0) ̸= 0

であり ℓ = r(0)2θ′(0)と置くと ℓ ̸= 0となる。(3.15)は

d

dt
(r(t)2θ′(t)) = 0

と同値であり任意の t ≥ 0に対し

　　 r(t)2θ′(t) = ℓ (3.17)

が成立つ。特に任意の t ≥ 0に対し r(t) ̸= 0, θ′(t) ̸= 0である事が分かる。
(3.17)により (3.14)は

　　 r′′(t)− ℓ2

r(t)3
= −r(t)p (3.18)

と書き換えられる。

定理８ 　 x0, v0 ∈ H を一次独立としM = span(x0, v0)とする。ℓ = ±(∥x0∥∥v0∥)2 −
(x0|v0)2)1/2に対し微分方程式

(e)p−


r′′(t) = ℓ2

r(t)3
− r(t)p,

r(0) = ∥x0∥, r′(0) = (x0|v0)
∥x0∥

は r ∈ C2([0,∞);R)なる唯一つの正値解を持つ。更に次が成立つ。

(1)有効エネルギー

Eeff(t) =
1

2
(r′(t))2 +

1

p+ 1
r(t)p+1 +

ℓ2

2r(t)2

は保存量である。

(2)　 T0 > 0が存在し次を満たす。
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(a)　 r′(T0) = 0

(b)　 r′(0) > 0なら任意の t ∈ (0, T0)に対し r′(t) > 0

　　 r′(0) ≤ 0なら任意の t ∈ (0, T0)に対し r′(t) < 0

(3)　 T1 > 2T0が存在し次を満たす。

(a)　 r′(T1) = 0

(b)　 r′(0) > 0なら任意の t ∈ (T0, T1)に対し r′(t) < 0

　　　 r′(0) ≤ 0なら任意の t ∈ (T0, T1)に対し r′(t) > 0

(4)　 rは周期 T ≡ 2(T1 − T0)を持つ周期解である。即ち任意の t ≥ 0に対し

r(t+ T ) = r(t), r′(t+ T ) = r(t)

　が成立つ。

(5)　 T は次で与えられる：

T =
√
2

∫ rmax

rmin

1√
Eeff(0)− 1

p+1
sp+1 − ℓ2

2s2

ds

　但し rmax, rminはEeff(0) = f(r)の rmax > rmin > 0なる解とする。ここに
f(r) = 1

p+1
rp+1 + ℓ2

2r2
とする。

(6)　 θ0 ∈ Rを任意に与え

e1 = (cos θ0, sin θ0), e2 = (− sin θ0, cos θ0)

　と置き (3.6)で与えられる線型同型写像 T± :M → R2を定める。このとき

x(t) = T−1
± ((r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t)))

θ(t) = θ0 +

∫ t

0

ℓ

r(τ)2
dτ

で与えられる xは (E)p−の唯一つの解である。

註　 T±の符号は、どちらでも構わない。符号を一つ定める事は平面の向きを指定する事
と同値である。　

(証明)　 (1)：　 r(0) = ∥x0∥ > 0, r′(0) = (x0|v0)/∥x0∥ ∈ [−∥v0∥, ∥v0∥]に対し

Eeff(0) =
1

2
(r′(0))2 +

1

p+ 1
r(0)p+1 +

ℓ2

2r(0)2
,

Rp = ((p+ 1)Eeff(0))
1/(p+1), R1 = (2Eeff(0))

1/2
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と置く。定義より
|ℓ|/R1 < r(0) < Rp, |r′(0)| < R1

が従う。そこでD = [|ℓ|/R1, Rp] × [−R1, R1] ⊂ R2と置くとDは (r(0), r′(0)) ⊂ Dなる
R2の有界閉部分集合となる。また

f : D ∋ (r, v) 7→ (v,
ℓ2

r2
− rp) ∈ R2

は有界でリプシッツ連続写像となる。よって (e)p−は一意的な時間局所解 r ∈ C2([0, T ];R)
を持つ。ここに T はDを特徴付けるパラメタ R1, Rp, |ℓ|にのみ依存する (f のD上の最
大値もそうである）。さて r ∈ C2([0, T ];R)は [0, T ]上Eeff(t) = Eeff(0)を満たす。従って
(r(T ), r′(T )) ∈ IntDとなり、これを初期値として rは [T, 2T ]上に延長される。以下同様
にして (e)p−は r ∈ C2([0,∞);R)なる解を持ち任意の t ≥ 0に対し (r(t), r′(t)) ∈ IntD特に
r(t) > |ℓ|/R1となっている事が分かる。

(2)：先ず「任意の t > 0に対し r′(t) > 0]であると仮定し矛盾を導こう。r(t)は上に有界
で単調増加となるので極限R = lim

t→∞
r(t) ∈ (0,∞)が存在する。このとき V ≥ 0が定まり

極限

lim
t→∞

(r′(t))2 = 2Eeff(0)−
2

p+ 1
Rp+1 − ℓ2

R2
= V 2, lim

t→∞
r′(t) = V

が定まる。V > 0ならば t0 > 0が存在し任意の t ≥ t0に対し r′(t) ≥ V/2となり

r(t) = r(t0) +

∫ t

t0

r′(s)ds ≥ r(t0) +
V

2
(t− t0)

より右辺は非有界となり矛盾が導かれるので V = 0となる。従って等式

Eeff(0) =
1

p+ 1
Rp+1 +

ℓ2

2R2

が成立つ。さてここで Rp+3 > ℓ2であるとすると t1 > 0が存在し任意の t ≥ t1に対し
Rp+3 ≥ r(t)p+3 > ℓ2となり rは単調増加であるから

r′(t) = r′(t1) +

∫ t

t1

r′′(s)ds = r′(t1)−
∫ t

t1

(r(s)p − ℓ2

r(s)3
)ds

≤ r′(t1)− (r(t1)
p − ℓ2

r(t1)3
)(t− t1)

となり左辺は下に非有界となり矛盾する。故にRp+3 ≤ ℓ2が成立つ。一方
f(r) = 1

p+1
rp+1 + ℓ2

2r2
で定まる函数 f : (0,∞) → Rは (0, ℓ2/(p+3)]上単射で単調減少であり

任意の t ≥ 0に対し r(t) ≥ R ≥ ℓ2/(p+3)であるから

Eeff(0) =
1

p+ 1
Rp+1 +

ℓ2

2R2
≤ 1

p+ 1
r(t)p+1 +

ℓ2

2r(t)2
≤ Eeff(t) = Eeff(0)

より r′(t) = Rが任意の t ≥ 0に対し成立つ事になる。これより r′(t) = 0となり矛盾が得
られる。
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次に「任意の t > 0に対し r′(t) < 0」であると仮定し矛盾を導こう。r(t)は下に有界で
単調減少となるので極限R = lim

t→∞
r(t) ∈ (0,∞)が存在する。このときV ≤ 0が定まり極限

lim
t→∞

(r′(t))2Eeff(0)−
2

p+ 1
Rp+1 − ℓ2

R2
= V 2, lim

t→∞
r′(t) = V

が定まる。V < 0ならば上と同様 r(t) ≥ Rに矛盾するので V = 0となり等式

Eeff(0) =
1

p+ 1
Rp+1 +

ℓ2

2R2

が成立つ。ここでRp+3 > ℓ2であるとすると任意の t ≥ 0に対し r(t)p+3 ≥ Rp+3 > ℓ2とな
り rは単調減少であるから

r′(t) = r′(0) +

∫ t

0

r′′(s)ds = r′(0)−
∫ t

0

(r(s)p − ℓ2

r(s)3
)ds

≤ r′(0)− (Rp − ℓ2

R3
)(t)

となり左辺は下に非有界となり矛盾する。故に Rp+3 ≤ ℓ2 が成立つ。もし R ≤ r(t) ≤
ℓ2/(p+3)なる t ≥ 0が存在したとすると上と同様な議論で r(t) = Rでなければならないの
で r(t)＞Rを満たす任意の tに対し不等式R ≤ ℓ2/(p+3) < r(t)が成立つ事となる。そこで
t → ∞とするとR = ℓ2/(p+3)が成立つ。さて f : [R,∞) → Rは単射で単調増加であり任
意の t ≥ 0に対しR ≤ r(t)であるから

Eeff(0) =
1

p+ 1
Rp+1 +

ℓ2

2R2
≤ 1

p+ 1
r(t)p+1 +

ℓ2

2r(t)2
≤ Eeff(t) = Eeff(0)

より r(t) = Rが任意の t ≥ 0に対し成立つ事になる。これより r′(t) = 0となり矛盾が得
られる。
以上の議論と定理７の (1)の証明に於ける議論により (2)の結論が従う。

(3)　 (2)及び定理７の (2)の証明に於ける議論により従う。

(4)　定理７の (3)の証明と同様である。

(5)　定理７の (4)の証明と同様である。

(6)　 θに就いての方程式 (3.17)を解き (e)p−の解 rと共に

y(t) = (r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t))

に代入し線型同型写像 T± :M → R2の逆写像 T−1
± : R2 →M でM ⊂ Hに戻せば良い。
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