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複素平面の閉曲線の (その閉曲線の上に載っていない)一点に関する回転数は平面の集合の
位相的性質と対数函数の存在領域等の解析的性質とを繋ぐ重要な概念である。ここでは回転
数に関する基礎的事項を纏めて置こう。

定理 1.　 I = [a, b] ⊂ Rを有界閉区間とする。γ : I → Cを連続とし γの像 γ(I)に入らない
一点 z0 ∈ C \ γ(I)を取る。このとき

(1) ε > 0及び連続函数 φ : I × B(z0; ε) → Cが存在して次の性質を満たす：

(i) B(z0; ε) ∩ γ(I) = ∅

(ii) 任意の (t, z) ∈ I × B(z0; ε)に対し exp(φ(t, z)) = γ(t) − z

(2) ε > 0及び連続函数 φj : I × B(z0; ε) → C, j = 1, 2,が存在し次の性質を満たすものと
する：

(i) B(z0; ε) ∩ γ(I) = ∅

(ii) 任意の (t, z) ∈ I × B(z0; ε)に対し exp(φj(t, z)) = γ(t) − z, j = 1, 2

このとき唯一つの n ∈ Zが存在し任意の (t, z) ∈ I × B(z0; ε) に対し

φ1(t, z) − φ2(t, z) = 2πin

(3) γは区分的にC1ならば (1)の (i)(ii)を満たす任意の連続函数 φ : I ×B(z0; ε) → C及び
任意の z ∈ B(z0; ε)に対し

φ(·, z) : I 3 t 7→ φ(t, z) ∈ C

は区分的にC1であり区分的に次の等式が成立つ：

∂tφ(t, z) = γ′(t)/(γ(t) − z)

(4) γ(a) = γ(b)ならば (1)の (i)(ii)を満たす任意の連続函数
φ : I × B(z0; ε) → Cに対し

φ(b, z) − φ(a, z)

2πi

は z ∈ B(z0; ε)に依存しない一定の整数となる。
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定義　 I = [a, b] ⊂ Rを有界閉区間、γ : I → Cを γ(a) = γ(b)なる連続函数、z ∈ C \ γ(I)

に対し定理 1(4)で与えられる整数を γの zに関する回転数 winding number又は指数 index

と謂い

Indγ(z) =
φ(b, z) − φ(a, z)

2πi

と表す。ここに φは定理 1(1)の (i)(ii)を満たす任意の連続函数とする。

定理 1の証明には次の補題を用いる。

補題 1　任意の c ∈ C \ {0}に対してB(c; |c|)上の解析函数 Lcが存在し任意の z ∈ B(c; |c|)
に対し等式 exp(Lc(z)) = zが成立する。

(証明)　冪級数

`(z) =
∞∑

n=1

zn

n

はB(0; 1)に於いて広義一様に絶対収束するので解析函数 ` : B(0; 1) 3 z 7→ `(z) ∈ Cが定ま
る。項別微分によりB(0; 1)上

`′(z) =
∞∑

n=1

zn−1 =
∞∑

n=0

zn =
1

1 − z

を得るのでB(0; 1)上

d

dz
(exp(`(z))(1 − z)) = exp(`(z))[`′(z)(1 − z) − 1] = 0

が成立つ。従って任意の z ∈ B(0; 1)に対し

exp(`(z))(1 − z) = exp(`(0))(1 − 0) = exp(`(0)) = 1

即ち
1 − z = exp(−`(z))

を得る。さて c ∈ C \ {0}に対し

z ∈ B(c; |c|) ⇔ |z − c| < |c|
⇔ |(z − c)/c| < 1

⇔ (c − z)/c ∈ B(0, 1)

であるから z ∈ B(c; |c|)に対し `((c − z)/c)が定まり等式

exp(−`((c − z)/c)) = 1 − (c − z)/c = z/c

が成立つ。即ち任意の z ∈ B(c; |c|)に対し

z = c exp(−`((c − z)/c))
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が成立つ。c ∈ C \ {0} = exp(C)であるから b ∈ C が存在し c = ebとなるので等式

z = exp(b − `((c − z)/c))

を得る。よって

Lc(z) = b − `

(
c − z

c

)
= b −

∞∑
n=1

1

n

(
c − z

c

)n

と置く事によりB(c; |c|)上の解析函数 Lcが定まりB(c; |c|)上

exp ◦Lc = id

が成立つ。

定理 1の証明　

(1) 二つのコンパクト集合 {z0}, γ(I)は共通部分を持たないので ε > 0が存在して
B(z0; 2ε)∩ γ(I) = ∅とする事が出来る。γはコンパクト集合上の連続函数故一様連続。
よって

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

なる分点 {tj}n
j=0を選んで各 j ≥ 1に対し

任意の t, s ∈ Ij ≡ [tj−1, tj]に対し |γ(t) − γ(s)| ≤ ε

とする事が出来る。B0 = B(z0; ε)とし Γ : I × B0 → C \ {0}を

Γ(t, z) = γ(t) − z, (t, z) ∈ I × B0

と定める。εの取り方により任意の t ∈ Iに対し

|Γ(t, z0)| = |γ(t) − z0| ≥ 2ε

が成立つ。これより 1 ≤ j ≤ nなる jに対しBj = B(Γ(tj−1, z0); 2ε)と置くと z ∈ Bj

ならば任意の t ∈ Iに対し

|z − Γ(tj, z0)| < 2ε ≤ |Γ(t, z0)|

となるから特に z ∈ B(Γ(tj, z0); |Γ(tj, z0)|)が従う。よって

Bj ⊂ B(Γ(tj, z0); |Γ(tj, z0)|)

が従う。以上により

0 6∈
∪
t∈I

B(Γ(t, z0); |Γ(t, z0)|) ⊃
n∪

j=1

Bj

となる。補題 1により各 jに対し連続函数 Lj : Bj → Cが存在して任意の z ∈ Bjに対
し等式

exp(Lj(z)) = z
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が成立つ。各 j ≥ 1に対し (t, z) ∈ Ij × B0なら

|Γ(t, z) − Γ(tj−1, z0)| ≤ |γ(t) − γ(tj−1)| + |z − z0| < 2ε

となるので Γ(Ij × B0) ⊂ Bjが従う。よって任意の z ∈ B0に対し

Γ(tj, z) ∈ Γ([tj−1, tj] × B0) ∩ Γ([tj, tj+1] × B0)

= Γ(Ij × B0) ∩ Γ(Ij+1 × B0) ⊂ Bj ∩ Bj+1

となり Lj : Bj → C, Lj+1 : Bj+1 → Cの性質により

exp(Lj(Γ(tj, z))) = Γ(tj, z) = exp(Lj+1(Γ(tj, z)))

が従う。これより任意の z ∈ B0に対し

Lj(Γ(tj, z)) − Lj+1(Γ(tj, z)) ∈ 2πiZ

を得るがB0 3 z 7→ Lj(Γ(tj, z)) ∈ C, B0 3 z 7→ Lj+1(Γ(tj, z)) ∈ Cは連続でB0は連結
なのでNj ∈ Zが唯一つ存在して任意の z ∈ B0に対し

Lj(Γ(tj, z)) − Lj+1(Γ(tj, z)) = 2πiNj

となる。そこで φ : I × B0 → Cを

φ|I1 × B0 = L1 ◦ Γ,

φ|Ij × B0 = Lj ◦ Γ + 2πi

j−1∑
k=1

Nk, 2 ≤ j ≤ n

と定めると ([t0, t1)×B0)∪
n∪

j=2

((tj−1, tj)×Bj)上の連続性は定義により従い
n∪

j=2

({tj−1}×B)

上の連続性は{Nj}n−1
j=1 の性質により従う。よってφ : I×B0 → Cは連続であり各 Ij×B0

上で
exp(φ(t, z)) = exp(Lj(Γ(t, z))) = γ(t) − z

が成立つ。

(2) 連続函数 φ1 − φ2 : I × B(z0; ε) → Cは任意の (t, z) ∈ I × B(z0; ε)に対し

exp(φ1(t, z) − φ2(t, z)) = 1

を満たす。これより (2)が従う。

(3) γが区分的にC1であるとしその区間の一つを J とする。z ∈ B(z0; ε)及び t, t + h ∈ J

なる h 6= 0に対し

φ(t + h, z) − φ(t, z)

h
=

γ(t + h) − γ(t)

h

φ(t + h, z) − φ(t, z)

exp(φ(t + h, z)) − exp(φ(t, z))
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であり h → 0とするとき φの連続性から φ(t + h, z) → φ(t, z) であるから右辺の第
二因子は指数函数 w 7→ ewの点 w = φ(t, z)での微分係数の逆数即ち 1/ exp(φ(t, z)) =

1/(γ(t)− z)に収束し第一因子は仮定により γ′(t)に収束する。よって t ∈ Jに対し微分
係数 ∂tφ(t, z)は存在し

∂tφ(t, z) =
γ′(t)

γ(t) − z

が成立つ。これより J 3 t 7→ φ(t, z) ∈ CはC1である。

(4) γ(a) = γ(b)ならば

exp(φ(a, z)) = γ(a) − z = γ(b) − z = exp(φ(b, z))

となるから φ(b, z) − φ(a, z) ∈ 2πiZとなるが φ : I × B(z0; ε) → Cは連続でB0は連結
なので

φ(b, z) − φ(a, z) = 2πiN

を満たすN ∈ Zが唯一つ定まる。(1)の (i)(ii)を満たすもう一つのψ : I×B(z0; ε) → C
に対しては (2)より任意の (t, z) ∈ I × B(z0; ε)に対して

ψ(t, z) − φ(t, z) = 2πin

を満たす唯一つの nが定まるので

ψ(b, z) − φ(b, z) = 2πin = ψ(a, z) − φ(a, z)

となる。これより
ψ(b, z) − ψ(a, z) = φ(b, z) − φ(a, z)

を得る。

定義　有界閉区間 I = [a, b]上の連続函数 γ : I → Cを曲線 curve と謂い γ(a)及び γ(b)を
夫々γの始点及び終点と謂う。γ(a) = γ(b)なるとき γは閉曲線 closed curve, loopと謂う。I

上の閉曲線全体の成す集合をL (I)と表す：

L (I) = {γ ∈ C(I; C); γ(a) = γ(b)}

L (I)は函数の和とスカラー倍によりベクトル空間となる。γ ∈ L (I) に対し

‖γ‖ = sup{|γ(t)|; t ∈ I}

と定めると ‖ · ‖はL (I)上のノルムとなり ‖ · ‖から定まる距離

d(γ1, γ2) = ‖γ1 − γ2‖

によりL (I)は完備となる。

定理 2　 I = [a, b]を有界閉区間とする。
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(1) 任意の γ ∈ L (I)に対し Indγ : C \ γ(I) 3 z 7→ Indγ(z) ∈ Zは連続でありC \ γ(I)の各
連結成分上一定の整数を取る。C \ γ(I) は非有界連結成分を唯一つ持ち、その非有界
連結成分上 Indγは 0を取る。

(2) 一つの γ0 ∈ L (I)と z0 ∈ C \ γ0(I)に対し

Ind•(z0) : γ 7→ Indγ(z0)

は γ0の或る近傍上一定の整数である。即ち γ0, z0に依存した δ > 0 を取って次が成立
するように出来る。

‖γ1 − γ0‖ < δなる任意のγ1 ∈ L (I)に対し z0 ∈ C \ γ1(I)

であり Indγ1(z0) = Indγ0(z0)

(証明)　

(1) 前半は定理 1と Indγの定義より従う。さて |γ(t)| ≤ ‖γ‖であるから連結開集合

C \ B(0; ‖γ‖) = {z ∈ C; |z| > ‖γ‖}はC \ γ(I)の部分集合であり、特にC \ γ(I)の一
つの連結成分に含まれる。C \ γ(I)のその他の連結成分はB(0; ‖γ‖)に含まれるから有
界である。故にC \B(0; ‖γ‖)を含むC \ γ(I)の連結成分は唯一つの非有界連結成分で
ある。さて−1 ∈ Cを中心とする半径 1の開円板B(−1; 1) 上定義される連続対数函数
L : B(−1; 1) → Cと取る。z ∈ C \ B(0; ‖γ‖)及び t ∈ Iに対し ew = zとなるw ∈ Cを
一つ取り

φ(t) = w + L(z−1γ(t) − 1)

と置く。このとき φ ∈ L (I)であり

exp(φ(t)) = exp(w) exp(L(z−1γ(t) − 1)) = z(z−1γ(t) − 1)

= γ(t) − z

となるので

Indγ(z) =
φ(b) − φ(a)

2πi
=

L(z−1γ(b) − 1) − L(z−1γ(a) − 1)

2πi
= 0

を得る。よって IndγはC \ B(0; ‖γ‖) を含む唯一つの非有界連結成分上 0となる。

(2) {z0} ∩ γ0(I) = ∅であるから

δ ≡ inf{|γ0(t) − z0|; t ∈ I} > 0

となる。このとき ‖γ1 − γ0‖ < δなる任意の γ1 ∈ L (I) と任意の t ∈ Iに対し

|(γ0(t) − z0) − (γ1(t) − z0)| ≤ ‖γ1 − γ0‖ < δ ≤ |γ0(t) − z0|

となるから
|γ1(t) − z0| > 0
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即ち z0 ∈ C \ γ1(I)を得る。さて γ : I → Cを

γ(t) =
γ1(t) − z0

γ0(t) − z0

で定めると γ0, γ1 ∈ L (I)より γ ∈ L (I)となり

|γ(t) − 1| =

∣∣∣∣(γ1(t) − z0) − (γ0(t) − z0)

γ0(t) − z0

∣∣∣∣ < 1

より γ(I) ⊂ B(1; 1)を得る。C \ B(1, 1)は C \ γ(I)の非有界連結成分の部分集合で 0

を含むので (1)により
Indγ(0) = 0

が成立する。任意の t ∈ Iに対し γ(t) = exp(φ(t))及び γ0(t) − z0 = exp(φ0(t)) を満た
す φ, φ0 : I → Cを取ると任意の t ∈ Iに対し

(γ0(t) − z0)γ(t) = exp(φ(t) + φ0(t))

となる。このとき
(γ0(t) − z0)γ(t) = γ1(t) − z0

であるから Indγ1(z0)は定義により

Indγ1(z0) =
(φ(b) + φ0(b)) − (φ(a) + φ0(a))

2πi

=
φ(b) − φ(a)

2πi
+

φ0(b) − φ0(a)

2πi

= Indγ(0) + Indγ0(z0) = Indγ0(z0)

と計算される。

定理 3　 I = [a, b]を有界閉区間とし γ : I → Cを区分的にC1である閉曲線とする。このと
き任意の z ∈ C \ γ(I)に対し

Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

1

ζ − z
dζ

(証明)　定理 1の (3)により Iの分割

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

が存在し各 j ≥ 1に対し γ : [tj−1, tj] → C及び φ(·, z) : [tj−1, tj] → CはC1であり
任意の t ∈ [tj−1, tj]に対し

∂tφ(t, z) = γ′(t)/(γ(t) − z)
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が成立つ。従って

1

2πi

∫
γ

1

ζ − z
dζ =

1

2πi

n∑
j=1

∫ tj

tj−1

γ′(t)

γ(t) − z
dt

=
1

2πi

n∑
j=1

∫ tj

tj−1

∂tφ(t, z)dt =
1

2πi

n∑
j=1

(φ(tj, z) − φ(tj−1, z))

=
1

2πi
(φ(tn, z) − φ(t0, z)) = Indγ(z)

が成立つ。

定義　 I = [a, b]を有界閉区間、U ⊂ Cを部分集合とする γ0, γ1 ∈ L (I)に対し

(1) γ0と γ1はU内でホモロジー同値 (homologous in U) であるとは次の二つが成立つ事を
謂う：

(a) γ0(I) ∪ γ1(I) ⊂ U

(b) C \ U 上 Indγ0 = Indγ1

即ち任意の z ∈ C \ U に対し Indγ0(z) = Indγ1(z)

(2) U内でホモロジー同値な γ0, γ1に対し、特に γ1が定数であるとき γ0はU内で 0にホモ
ロジー同値であると謂う。即ち次の二つが成立つ事を謂う：

(a) γ0(I) ⊂ U

(b) 任意の z ∈ C \ U に対し Indγ0(z) = 0

(3) γ0と γ1は U 内でホモトピー同値 (homotopic in U)であるとは次の二つが成立つ事を
謂う：

(a) γ0(I) ∪ γ1(I) ⊂ U

(b) 連続函数H : [0, 1] × I 3 (θ, t) 7→ H(θ, t) ∈ Cが存在して

• H([0, 1] × I) ⊂ U

• H(0, t) = γ0(t), t ∈ I

• H(1, t) = γ1(t), t ∈ I

• H(θ, a) = H(θ, b), θ ∈ [0, 1]

が成立つ。

(4) U内でホモトピー同値な γ0, γ1に対し、特に γ1が定数であるとき γ0はU内で 0にホモ
トピー同値であると謂う。即ち次の二つが成立つ事を謂う：

(a) γ0(I) ⊂ U

(b) 連続函数H : [0, 1] × I 3 (θ, t) 7→ H(θ, t) ∈ C 及び z0 ∈ U が存在して

• H([0, 1] × I) ⊂ U
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• H(0, t) = γ0(t), t ∈ I

• H(1, t) = z0, t ∈ I

• H(θ, a) = H(θ, b), θ ∈ [0, 1]

が成立つ。

定理 4　 I = [a, b], U ⊂ Cとする。γ0, γ1 ∈ L (I) に対し

γ0とγ1は U 内でホモトピー同値⇒ γ0とγ1は U 内でホモロジー同値

(証明)　連続函数H : [0, 1] × I 3 (θ, t) 7→ H(θ, t) ∈ Cが存在して

• H([0, 1] × I) ⊂ U

• H(0, t) = γ0(t), t ∈ I

• H(1, t) = γ1(t), t ∈ I

• H(θ, a) = H(θ, b), θ ∈ [0, 1]

が成立つ。θ ∈ [0, 1]に対し γθ(t) = H(θ, t), t ∈ I と置くと γθ : I 3 t 7→ γθ(t) ∈ Cは連続で
γθ(a) = H(θ, a) = H(θ, b) = γθ(b)であるから γθ ∈ L (I)となる。またH : [0, 1] × I → Cは
一様連続であるから

sup
|θ−θ′|≤δ

‖γθ − γθ′‖ = sup
|θ−θ′|≤δ

sup
t∈I

|γθ(t) − γθ′(t)|

= sup
|θ−θ′|≤δ

sup
t∈I

|H(θ, t) − H(θ′, t)|

≤ sup
|(θ,t)−(θ′,t′)|≤δ

|H(θ, t) − H(θ′, t′)|

に於いて δ → 0とするとき右辺は 0に収束する。よって [0, 1] 3 θ 7→ γθ ∈ L (I)は連続とな
る。従って定理 2の (2)により各 z ∈ C \U に対し [0, 1] 3 θ 7→ Indγθ

(z) ∈ Zは連続で [0,1]は
連結なので Indγθ

(z)は θ ∈ [0, 1]に依らない整数となる。よって Indγ0(z) = Indγ1(z)が従う。
z ∈ C \ U は任意であったから定理が従う。

定理 5　 γ0, γ1 ∈ L (I), I = [a, b]に対し次は同値：

(1) γ0と γ1はC \ {0}でホモトピー同値

(2) γ0と γ1はC \ {0}でホモロジー同値

(証明)　
(1) ⇒ (2) :　定理 4による。
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(2) ⇒ (1) :　 Iはコンパクト故 γj(I)もそうであり特に有界である。また仮定により γj(I)

は 0を含まないでの定理 1により連続函数 φj : I → Cが存在し任意の t ∈ Iに対し

exp(φj(t)) = γj(t)

が成立つ。そこで
H(θ, t) = exp(θφ1(t) + (1 − θ)φ0(t))

と置くと連続函数H : [0, 1] × I → Cが定まり

• H([0, 1] × I) ⊂ γ0(I) ∪ γ1(I) ⊂ C \ {0}

• H(0, t) = exp(φ0(t)) = γ0(t), t ∈ I

• H(1, t) = exp(φ1(t)) = γ1(t), t ∈ I

が成立つ。
そこで任意の θ ∈ [0, 1]に対しH(θ, a) = H(θ, b)を示せば良い。その為には

[θφ1(b) + (1 − θ)φ0(b)] − [θφ1(a) + (1 − θ)φ0(a)] ∈ 2πiZ

を示せば充分であるが、これは回転数の定義と仮定 (2)より

[θφ1(b) + (1 − θ)φ0(b)] − [θφ1(a) + (1 − θ)φ0(a)]

= θ[φ1(b) − φ1(a)] + (1 − θ)[φ0(b) − φ0(a)]

= 2πiθ Indγ1(0) + 2πi(1 − θ) Indγ0(0)

= 2πiθIndγ0(0) + 2πi(1 − θ)Indγ0(0) = 2πi Indγ0(0) ∈ 2πiZ

となる事から従う。

U
L //

f

""DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
C

exp

��
C \ {0}

定理 6　 U ⊂ Cを開集合とする。零を取らない U 上の連続函数
f : U → C \ {0}に対し次は同値である。

(1) f は U 内に連続対数を持つ。即ち連続函数 L : U → Cが存在して
exp ◦L = f が成立つ。

(2) U 内の任意の閉曲線 γに対し Indf◦γ(0) = 0

(証明)　
(1) ⇒ (2) :　 I = [a, b] 3 t 7→ γ(t) ∈ U を γ(a) = γ(b)なる連続函数とすると

f ◦ γ : I 3 t 7→ f(γ(t)) ∈ C

も閉曲線であり 0 ∈ C \ (f ◦ γ)(I)となり任意の t ∈ Iに対し

exp((L ◦ γ)(t)) = (f ◦ γ)(t)
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が成立つ。よって

Indf◦γ(0) =
(f ◦ γ)(b) − (f ◦ γ)(a)

2πi
= 0

(2) ⇒ (1) :　 U の全ての連結成分を (Uλ)λ∈Λとし U =
∪
λ∈Λ

Uλと表したとき (2)は次と同値

である：
任意の λ ∈ Λと U 内の任意の閉曲線 γに対し Indf◦γ(0) = 0 が成立つ。

一方 (1)は次と同値である：
任意の λ ∈ Λに対し f は Uλ内に exp ◦Lλ = f |Uλ なる連続対数 Lλ : Uλ → Cを持つ。(こ
のとき任意の λ ∈ Λに対し L|Uλ = Lλが成立つ。)

よって (2) ⇒ (1)を示す為にはU の一つの連結成分上で議論すれば充分である。以下では
一般性を失う事無く U は (弧状)連結と仮定する。
さて一点 z0 ∈ U を取り固定する。f(z0) ∈ C \ {0} = exp(C)であるから或るw0 ∈ Cに対
し f(z0) = ew0と表せる。Uの弧状連結性により任意の z ∈ Uに対し γz ∈ C([0, 1]; U)が存在
し γz(0) = z0, γz(1) = zとなる。f ◦ γz : [0, 1] → Cは有界閉区間上の零を取らない連続函数
なので定理 1により連続函数 φz : [0, 1] → Cが存在し任意の t ∈ [0, 1] に対し

f(γz(t)) = exp(φz(t))

が成立つ。特に t = 0, 1として

f(z0) = f(γz(0)) = exp(φz(0)),

f(z) = f(γz(1)) = exp(φz(1))

を得る。f(z0) = exp(w0)であったから或るm(z) ∈ Zに対し

w0 − φz(0) = 2πim(z)

となる。そこで z ∈ U に対し

L(z) = φz(1) + 2πim(z)

と置くと
exp(L(z)) = exp(φz(1)) = f(γz(1)) = f(z)

即ち L : U 3 z 7→ L(z) ∈ Cは exp ◦L = f を満たす。よって L : U → Cの連続性を示せば
(2)の証明が完結する。そこで任意の一点 z1 ∈ U を取り z1の或る近傍での Lの連続性を示
そう。f は z1で連続でありB(f(z1); |f(z1)|) = {w ∈ C; |w − f(z1)| < |f(z1)|} は f(z1)の開
近傍であるから r > 0が存在しB(z1; r) ⊂ U,

f(B(z1; r)) ⊂ B(f(z1); |f(z1)|)

とする事が出来る。これよりB(z1; r/2) ⊂ U ,

f(B(z1; r/2)) ⊂ B(f(z1); |f(z1)|)
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が従う。補題 1で与えられる連続対数を `z1 : B(f(z1); |f(z1)|) → C とすると

exp(`z1(f(z1))) = f(z1) = f(γz1(1)) = exp(φz1(1))

となるので或る n(z1) ∈ Zに対し

`z1(f(z1)) − φz1(1) = 2πin(z1)

が成立つ。さて任意の z ∈ B(z1; r/2)に対し

γ(t) =


γz(1 − 3t), t ∈ [0, 1/3]

γz1(3t − 1), t ∈ [1/3, 2/3]

(3 − 3t)z1 + (3t − 2)z, t ∈ [2/3, 1]

φ(t) =


φz(1 − 3t), t ∈ [0, 1/3]

φz1(3t − 1) + 2πi(m(z1) − m(z)), t ∈ [1/3, 2/3]

`z1(f((3 − 3t)z1 + (3t − 2)z)) + 2πi(m(z1) − m(z) − n(z1)), t ∈ [2/3, 1]

と置くと

γz(0) = z0 = γz1(0),

γz1(1) = z1,

z = γz(1)

より γ ∈ L (I)となり

φz(0) = w0 − 2πim(z) = (φz1(0) + 2πim(z1)) − 2πim(z)

= φz1(0) + 2πi(m(z1) − m(z)),

φz1(1) + 2πi(m(z1) − m(z))

= `z1(f(z1)) − 2πin(z1) + 2πi(m(z1) − m(z))

= `z1(f(z1)) + 2πi(m(z1) − m(z) − n(z1))

より φ : [0, 1] → Cは連続となる。0 ∈ C \ (f ◦ γ)([0, 1]) であり

exp(φ(t)) = (f ◦ γ)(t), t ∈ [0, 1]

となるから定義により

2πi Indf◦γ(0) = φ(1) − φ(0)

= `z1(f(z)) + 2πi(m(z1) − m(z) − n(z1)) − φz(1)

であり仮定 (1)によりこの両辺は零となる。
故に任意の z ∈ B(z1; r/2)に対し等式

L(z) = φz(1) + 2πim(z)

= `z1(f(z)) + 2πi(m(z1) − n(z1))
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が成立する。f : B(z1; r/2) → B(f(z1), |f(z1)|)及び `z1 : B(f(z1); |f(z1)|) → Cの連続性に
より L : B(z1; r/2) → Cは連続となる。これが示すべき事であった。

定理 6の系 1.　開集合 U ⊂ C内の任意の閉曲線は 0にホモトピー同値であるとすると零を
取らない U 上の任意の複素数値連続函数は連続対数を持つ。即ち

γ(I) ⊂ U, I = [a, b]なる任意の γ ∈ L (I)に対してH ∈ C([0, 1] × I; C)及び z0 ∈ U が存
在して

• H([0, 1] × I) ⊂ U

• H(0, t) = γ(t), t ∈ I

• H(1, t) = z0, t ∈ I

• H(θ, a) = H(θ, b), θ ∈ [0, 1]

が成立つものと仮定する。このとき任意の f ∈ C(U ; C \ {0}) に対して L ∈ C(U ; C)が存在
して exp ◦L = f が成立つ。

(証明)　 h = f ◦ Hと置くと h ∈ C([0, 1] × I; C \ {0})であり

• h([0, 1] × I) ⊂ f(U) ⊂ C \ {0}

• h(0, t) = (f ◦ γ)(t), t ∈ I

• h(1, t) = f(z0) ∈ C \ {0, }, t ∈ I

• h(θ, a) = f(H(θ, a)) = f(H(θ, b)) = h(θ, b), θ ∈ [0, 1]

となるので hはC \ {0}内の閉曲線 f ◦ γと閉曲線である定値函数 γ0 : I 3 t 7→ z0 ∈ C \ {0}
とのホモトピー同値性を与える。よって定理 4により Indf◦γ(0) = Indγ0(0)となる。回転数の
定義により Indγ0(0) = 0となるので Indf◦γ(0) = 0が従う。よって定理 6により系 1が従う。

定理 6の系 2.　

(1) K = {z ∈ C; |Re z| ≤ 1, |Im z| ≤ 1}とすると任意の f ∈ C(K; C \ {0})に対し
L ∈ C(K; C)が存在して exp ◦L = f が成立つ。

(2) K = B(0; 1) = {z ∈ C; |z| ≤ 1}とすると任意の f ∈ C(K; C \ {0})に対しL ∈ C(K; C)

が存在して exp ◦L = f が成立つ。

(証明)　
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(1) U = {z ∈ C; |Re z| < 1, |Im z| < 1}と置く。ティーツェ・ウリソンの拡張定理によ
り f ∈ C(K; C \ {0})に対し F |K = f なる F ∈ C(C; C \ {0})が存在する。ここで
inf
z∈C

|F (z)| = inf
z∈K

|f(z)| = min
z∈K

|f(z)| > 0 に注意する。さて F−1(C \ {0})は Cの開集
合で

z ∈ K ⇒ F (z) = f(z) ∈ C \ {0}
⇒ z ∈ F−1(F (z)) ⊂ F−1(C \ {0})

であるからK ⊂ F−1(C \ {0})となる。このときK ∩ (C \ F−1(C \ {0}) = ∅であるか
ら δ ≡ d(K, C \ F−1(C \ {0})) > 0となる。よって

K ⊂ (1 + δ/2)U ⊂ F−1(C \ {0})

が成立つ。(1+δ/2)Uの任意の閉曲線は0にホモトピー同値である事は任意のγ ∈ L (I)

に対しH(θ, t) = (1− θ)γ(t), t ∈ Iとすれば分かる。そこで定理 6の系 1により得られ
る L ∈ C((1 + δ/2)U ; C)をKに制限したものが求めるものとなる。

(2) U = B(0; 1) = {z ∈ C; |z| < 1}として (1)と同様にすれば良い。

定理 7　コンパクト集合K ⊂ Cで定義された零を取らない連続函数 f : K → C \ {0}に対
し次は同値である：

(1) f はC \ {0}内で定数にホモトピー同値である。即ち連続函数

H : [0, 1] × K 3 (θ, z) 7→ H(θ, z) ∈ C

及び一点w0 ∈ C \ {0}が存在して次を満たす：

• H([0, 1] × K) ⊂ C \ {0}

• H(0, z) = f(z), z ∈ K

• H(1, z) = w0, z ∈ K

(2) f は零を取らない連続拡張を C上に持つ。即ち連続函数 f̃ : C → C \ {0}が存在して
f̃ |K = f が成立つ。

(3) f は連続対数を持つ。即ち連続函数 L : K → Cが存在して exp ◦L = f が成立つ。

(証明)　証明には次の補題を用いる。

補題 2　 (X, d)を距離空間、KをXのコンパクト集合、F をXの閉集合でK ⊂ F であると
する。零を取らない二つの複素数値連続函数が夫々K及び F で与えられており定義域をK

に制限するとそれらはC \ {0}内でホモトピー同値であるとする。即ち f ∈ C(K; C \ {0}),
g ∈ C(F ; C \ {0}), H ∈ C([0, 1] × K; C \ {0})が存在し
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• H(0, x) = f(x), x ∈ K

• H(1, x) = g(x), x ∈ K

が成立つものとする。このとき f : K → C \ {0}は零を取らない連続函数としてF に拡張さ
れる。即ち連続函数 f̃ : F → C \ {0}が存在して f̃ |K = f となる。

(補題 2の証明)　直積空間 [0, 1]×Xは距離空間となりC = ([0, 1]×K) ∪ ({1} × F )はその
閉部分集合となる。連続函数H : [0, 1]×K → C \ {0}はH|({1}×F ) = gと定める事により
C上の連続函数に拡張される。これを再びH : C → C\{0}と表す。ティーツェ・ウリソンの
定理をRe H, Im Hに夫々適用すればH : C → C \ {0}は連続函数 H̃ : [0, 1] × X → C \ {0}
に拡張される。このとき H̃(C) = H(C) ⊂ C \ {0}であるので H̃−1(C \ {0})は C を含む
[0, 1] × X の開集合となる。包含関係 [0, 1] × K ⊂ C ⊂ H̃−1(C \ {0})により [0, 1] × X の
コンパクト集合 [0, 1] × K と [0, 1] × X の閉集合 ([0, 1] × X) \ H̃−1(C \ {0})の交わりは空
であり dist([0, 1] × K, ([0, 1] × X) \ H̃−1(C \ {0})) ≡ δ > 0となる。さて j ≥ 1に対し
Kj ≡ {x ∈ X; dist(x,K) ≤ 1/j}と置くと [0, 1]×K = [0, 1]×

∩
j≥1

Kj ⊂ C ⊂ H̃−1(C \ {0})と

なるので j ≥ 2/δとすると
[0, 1] × Kj ⊂ H̃−1(C \ {0})

が成立つ。このとき x ∈ F に対し

dist(x,K) ≤ 1/j ⇒ x ∈ Kj

であるので ∪
{(min(1, jdist(x,K)), x) ∈ [0, 1] × X; x ∈ F}

⊂([0, 1] × Kj) ∪ ({1} × F ) ⊂ H̃−1(C \ {0})

が成立つ。そこで x ∈ F に対し

f̃(x) = H̃(min(1, j dist(x,K)), x)

と置くと

F

id

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU
dist(•,K) // R

j× // R 1∧• // [0, 1]

))SSSSSSSSSSSSSSSS

[0, 1] × F
H̃ // C \ {0}

F

99ssssssssss

なる連続写像の合成として f̃ は連続であり定義により

f̃ |K = H̃|({0} × K) = f

が成立つので f̃ は f の拡張となっている。
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(定理 7の証明)　
(1) ⇒ (2) :　補題 2をX = F = C, g : C 3 z 7→ w0 ∈ C \ {0}に適用すれば良い。
(2) ⇒ (3) :　 C内の任意の閉曲線は 0にホモトピー同値である。実際 γ ∈ L (I)に対し
H(θ, t) = (1 − θ)γ(t), t ∈ IとすればHは γと 0 ∈ Cとのホモトピーを与える。よって定理
6 の系 1を U = C, f̃ ∈ C(C; C \ {0})に対して適用すれば (3)が従う。
(3) ⇒ (1) :　H(θ, z) = exp((1− θ)L(z)), θ ∈ [0, 1], z ∈ Kと置くとH : [0, 1]×K → Cは
f とw0 = 1 とのホモトピーを与える。
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