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「有界閉区間 I = [a, b]上の実数値連続函数は両端点での値 f(a)と f(b)との中間の任
意の値を取る」と云う命題を中間値の定理 Intermediate Value Theoremと謂う。これは
f(a)と f(b)の間の任意の数 yに対し

「方程式 f(x) = yを解け」

と云う問題に対する肯定的解答を与えるものである。函数 fには具体的な形が与えられて
いる訳ではなく、連続性のみを手掛かりとして方程式 f(x) = yを解く事が要求されてい
るのである。それがこの問題の特徴である。ここでは中間値の定理の代表的な証明法を纏
めて置こう。f(a) = f(b)の場合は自明である (aまたは bとすれば良い)ので f(a) < f(b)

及び f(a) > f(b)の場合を考えれば良い。以下では簡単の為、前者の場合を考える。後者
の場合も同様である。f(a) < y < f(b)なる yを一つ取り f(x) = yなる x ∈ Iの存在を証
明しよう。

中間値の定理の証明　その１ (区間縮小法による証明)

I = [a, b]の中点を cとする：c = (a+ b)/2

このとき f(c) > yまたは f(c) ≤ yのどちらか一方が成立つ。

• f(c) > yのとき a1 = a, b1 = cとし I1 = [a, c], 即ち Iの左半分とする。

• f(c) ≤ yのとき a1 = c, b1 = bとし I1 = [c, b], 即ち Iの右半分とする。
I0 = I, a0 = a, b0 = b, c0 = cと置く。
I1 = [a1, b1]の中点を c1とする：c1 = (a1 + b1)/2

このとき f(c) > yまたは f(c1) ≤ yのどちらか一方が成立つ。

• f(c1) > yのとき a2 = a1, b1 = c1とし I2 = [a1, c1], 即ち I1の左半分とする。

• f(c1) ≤ yのとき a2 = c1, b2 = b1とし I2 = [c1, b1], 即ち I1の右半分とする。

以下同様に In = [an, bn]まで定義されたとし、その中点を cnとする：
cn = (an + bn)/2

このとき f(cn) > yまたは f(cn) ≤ yのどちらか一方が成立つ。

• f(cn) > yのとき an+1 = an, bn+1 = cnとし In+1 = [an, cn], 即ち Inの左半分とする。

• f(cn) ≤ yのとき an+1 = cn, bn+1 = bnとし In+1 = [cn, bn], 即ち Inの右半分とする。
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こうして In = [an, bn]が定まり任意の nに対し次を満たす：

(1) a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an < bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 ≤ b0

(2) bn − an = (b− a)/2n

(3) f(an) ≤ y ≤ f(bn)

(1) の証明：　f(cn−1) > yならan = an−1, bn = cn−1 = (an−1+bn−1)/2

{
< bn−1

> an−1

}
,

となり f(cn−1) ≤ y なら an = cn−1 = (an−1 + bn−1)/2

{
< bn−1

> an−1

}
, bn = bn−1

となるから何れの場合でも an−1 ≤ an < bn ≤ bn−1

(2) の証明：　 n = 0, 1の場合は定義より従う。Inの長さは In−1 の長さの半分な
ので帰納法により (2)が従う。

(3) の証明：　 n = 0, 1の場合は定義より従う。
f(an−1) ≤ y ≤ f(bn−1)を仮定する。

・ f(cn−1) > yのとき an = an−1, bn = cn−1だから
f(an) = f(an−1) ≤ y < f(cn−1) = f(bn)

・ f(cn−1) ≤ yのとき an = cn−1, bn = bn−1だから
f(an) = f(cn−1) ≤ y ≤ f(bn−1) = f(bn)

何れの場合にも f(an) ≤ y ≤ f(bn)となり帰納法が完結する。

さて x ∈ I を {x} =
∞∩
n=0

In, lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an = xなる点とする。このとき f の連続性と

(3)により
f(x) = lim

n→∞
f(an) ≤ y ≤ lim

n→∞
f(bn) = f(x)

となり f(x) = yが従う。

中間値の定理の証明　その２ (上限の存在定理による証明)

S = {ξ ∈ [a, b]; f(ξ) < y}と置く。a ∈ S 故 S ̸= ∅ であり任意の ξ ∈ S に対し ξ ≤ b

故 Sは上に有界である。従ってワイエルストラスの上限存在定理より Sの上限が存在す
る。そこで x = supS とする。上限の性質より任意の n ≥ 1に対し xn ∈ S が存在し
x − 1/n < xn ≤ xとなる。xn ∈ S であるから f(xn) < y となり、limn→∞ xn = xと
f の連続性より f(x) ≤ yが従う。一方、任意の ξ ∈ (x, b]に対し f(ξ) ≥ yである (もし
f(ξ) < yなる ξ > xが存在すれば xが Sの上限である事に反する)。従って f の連続性よ
り f(x) = lim

ξ→x

ξ>x

f(ξ) ≥ yとなる。以上より f(x) = yが従う。
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中間値の定理の証明　その３ (コンパクト性による証明)

集合 f−1([f(a), y])は Iの部分集合故有界であり、閉集合 [f(a), y]の連続函数による逆像
として閉集合である。よって f−1([f(a), y])は最大値を持つ。それを x ∈ Iとすると定義よ
り f(x) ≤ yであり、ξ > xなる任意の ξ ∈ Iに対し f(ξ) > yとなる。よって lim

ξ→x

ξ>x

f(ξ) ≥ y

となり f の連続性によって f(x) ≥ yとなる。以上より f(x) = yが従う。

中間値の定理の証明　その４ (連結性による証明)

任意の x ∈ Iに対し f(x) ̸= yであると仮定する。U = {ξ ∈ I; f(ξ) < y},
V = {ξ ∈ I; f(ξ) > y}と置く。定義により U ∩ V = ∅となる。f の連続性より
U = f−1((−∞, y)), V = f−1((y,∞))は I の開集合であり a ∈ U, b ∈ V より U も V も空
でない。仮定より I = U ∪ V となるがこれは Iの連結性に反する。

注１．区間縮小法による証明の考え方
f(a) < y < f(b)なので左端は yより小さく右端は yより大きい。中点に於ける f の
値を考える。yより大きければこれを右端として左半分の区間を選び yより小さけ
ればこれを左端として右半分の区間を選ぶ。こうして新しい部分区間を、その区間
幅を半分としつつ、両端点に於ける f の値と yとの大小関係を保つよう選ぶ事が出
来る。これを繰返す事により両端点に於ける f の値と yとの大小関係を保つ縮小区
間列が構成される。縮小区間列の共通部分は一点になり両端点の成す二つの数列の
極限となる。f の連続性により両端点に於ける f の値は yに収束する。

注２．上限の存在定理による証明とコンパクト性による証明の比較
両者は本質的には同じものである。順序構造の入る設定に於ける特殊な事情と考え
られる。

注３．連結性による証明について
最も簡単で本質を捉えていると考えられるが「区間の連結性」を証明する必要が
ある。

注４．中間値の性質を持つ不連続函数の例
f(x) = sin(1/x), x ̸= 0, f(0) = 0とすると I = [a, b], a ≤ 0 < b, なる形の任意の区
間 I上 f は不連続であるが、[−1, 1]の任意の値を取る：f(I) = [−1, 1]

注意４の通り、中間値の性質は連続函数を特徴付けるものではないが、位相空間の連結
性はその上の連続函数の空間により特徴付ける事が出来る：

定理　位相空間Xに対し次は同値である。

(1) Xは連結である。
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(2) 任意の f ∈ C(X;R)に対し f(X)はRの連結部分集合である。

(証明) (1)⇒(2): f(X)は連結でないと仮定する。開集合 U, V ⊂ Rが在って U ̸= ∅,
V ̸= ∅, U ∩ V = ∅, f(X) = U ∪ V となる。このとき：

• f の連続性によって f−1(U), f−1(V )はXの開集合である。

• ∅ ̸= U ⊂ f(X), ∅ ̸= V ⊂ f(X)であるから a, b ∈ Xが存在して f(a) ∈ U, f(b) ∈ V

となる。これより a ∈ f−1(U), b ∈ f−1(V )となり f−1(U) ̸= ∅, f−1(V ) ̸= ∅である。

• f−1(U) ∩ f−1(V ) = f−1(U ∩ V ) = f−1(∅) = ∅

• 任意の x ∈ X に対し f(x) ∈ f(X) = U ∪ V なので x ∈ f−1(U)または x ∈ f−1(V )

となる。即ちX = f−1(U) ∪ f−1(V )

上の４つの条件はXの連結性に反する。

(2)⇒(1): Xは連結でないと仮定する。開集合 U, V ⊂ Xが在って U ̸= ∅, V ̸= ∅,
U ∩ V = ∅, U ∪ V = X となる。このとき χU ∈ C(X;R) である。実際、任意の開集合
I ⊂ Rに対し

• 0, 1 ∈ Iならば χ−1
U (I) = X

• 0 ∈ I, 1 ̸∈ Iならば χ−1
U (I) = V

• 0 ̸∈ I, 1 ∈ Iならば χ−1
U (I) = U

• 0 ̸∈ I, 1 ̸∈ Iならば χ−1
U (I) = ∅

となるからである。

χU(X) = {0, 1}はRの連結集合ではなく (2)に反する。
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