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“The inverse, the obverse, the converse, the reverse,” The Velvet Underground

バナッハ空間に於ける逆写像の存在定理に就いて纏めて置こう。先ず完備距離空間の
開球に於ける縮小写像の不動点の存在に就いて考える。

定理１　 (X, d)を (空でない)完備距離空間とし x0 ∈ X, ρ > 0に対し

Bρ(x0) = {x ∈ X; d(x, x0) < ρ}

を中心 x0で半径 ρの開球とする。写像 f : Bρ(x0) → Xは次の仮定を満たすものとする。

(i) 0 < k < 1なる kが存在し任意の x, y ∈ Bρ(x0)に対し不等式

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y)

が成立つ。

(ii) d(f(x0), x0) < (1− k)ρ

このとき f はBρ(x0)に唯一つの不動点を持つ。

(証明)　 x0 ∈ Xに対し x1 = f(x0), xn+1 = f(xn), n ≥ 1 と置いて点列 {xn}を定める。
仮定 (ii)より d(f(x0), x0) < (1 − k)ρ0 < (1 − k)ρなる ρ0 > 0を取る。点列 {xn}は閉球
Bρ0(x0) = {x ∈ X; d(x, x0) ≤ ρ0}に於けるコーシー列を成す事を示そう。
　

任意のnに対しxn ∈ Bρ0(x0)なる事：　 d(x1, x0) = d(f(x0), x0) < (1− k)ρ0 < ρ0より
x1 ∈ Bρ0(x0)となる。n ≥ 2とし、1 ≤ j ≤ n − 1 なる任意の jに対し xj ∈ Bρ0(x0)とな
る事を仮定し xn ∈ Bρ0(x0)を導こう。1 ≤ j ≤ nに対し (i)より

d(xj, xj−1) = d(f(xj−1), f(xj−2))

≤ kd(xj−1, xj−2)

· · · ≤ kj−1d(x1, x0) = kj−1d(f(x0), x0)

となる。従って三角不等式より
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d(xn, x0) ≤
n∑

j=1

d(xj, xj−1)

≤
n∑

j=1

kj−1d(f(x0), x0)

≤ 1

1− k
d(f(x0), x0) ≤ ρ0

となり帰納法が完結する。

{xn}はBρ0(x0)のコーシー列である事：　上の不等式よりm > nに対し

d(xm, xn) ≤
m∑

j=n+1

d(xj, xj−1)

≤
m∑

j=n+1

kj−1d(x1, x0) =
kn − km

1− k
d(x1, x0)

となるので {xn}はコーシー列である。

Bρ0(x0)に於ける f の不動点の存在：　 {xn}は完備距離空間のコーシー列であるから収
束する。その極限点を xと表す。Bρ0(x0) は閉集合であるから x ∈ Bρ0(x0)となる。

d(f(x), x) ≤ d(f(x), xn) + d(xn, x)

= d(f(x), f(xn−1)) + d(xn, x)

≤ kd(x, xn−1) + d(xn, x) → 0 (n → ∞)

より f(x) = xが従う。

Bρ(x0)に於ける f の不動点の一意性：　 x, y ∈ Bρ(x0)を f の不動点とすると

0 ≤ d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y)

となる。これより
0 ≤ (1− k)d(x, y) ≤ 0

を得るので x = yとなる。

定理２　Xをバナッハ空間としBρ(0)をXの原点を中心とする半径 ρ > 0の開球とする：

Bρ(0) = {x ∈ X; ∥x∥ < ρ}

g : Bρ(0) → X を縮小定数 k ∈ (0, 1)を持つ縮小写像で g(0) = 0 なる写像とする。この
とき x ∈ Bρ(0)に対し f(x) = x + g(x)と置いて定まる写像 f : Bρ(0) → Xは次の性質を
持つ。

2



(1) f(0) = 0, B(1−k)ρ(0) ⊂ f(Bρ(0))

(2) f : Bρ(0) → f(Bρ(0))は全単射

(3) f−1 : f(Bρ(0)) → Bρ(0)はリプシッツ定数 1/(1− k)を持つリプシッツ写像

(証明)　 y ∈ B(1−k)ρ(0)に対し hy : Bρ(0) → X を hy(x) = y− g(x), x ∈ Bρ(0)で定める。
このとき

∥hy(x
′)− hy(x

′′)∥ = ∥g(x′)− g(x′′)∥ ≤ k∥x′ − x′′∥
∥hy(0)− 0∥ = ∥hy(0)∥ = ∥y∥ < (1− k)ρ

であるから hyは x0 = 0として定理１の仮定を満たす。よって hyはBρ(0)に唯一つの不
動点を持つ：hy(x) = x

これは y − g(x) = x及び y = x+ g(x) = f(x)と同値である。これより (1)を得る。
次にfの単射性を示そう。y ∈ f(Bρ(0))に対しx′, x′′ ∈ Bρ(0)が在ってy = f(x′) = f(x′′)

となっているとする。このとき x′ + g(x′) = x′′ + g(x′′)であるから x′ − x′′ = g(x′′)− g(x′)

が従う。gは縮小写像であるから

∥x′ − x′′∥ = ∥g(x′)− g(x′′)∥ ≤ k∥x′ − x′′∥

となり x′ = x′′が従う。これより (2)を得る。
最後に (3)を示そう。y′, y′′ ∈ f(Bρ(0))に対し f(x′) = y′, f(x′′) = y′′なるx′, x′′ ∈ Bρ(0)

が一意性に存在する。このとき

∥x′ − x′′∥ = ∥y′ − y′′ − (g(x′)− g(x′′))∥
≤ ∥y′ − y′′∥+ ∥g(x′)− g(x′′)∥
≤ ∥y′ − y′′∥+ k∥x′ − x′′∥

これより

∥x′ − x′′∥ ≤ 1

1− k
∥y′ − y′′∥

即ち

∥f−1(y′)− f−1(y′′)∥ ≤ 1

1− k
∥y′ − y′′∥

を得る。

定理３　X, Y をバナッハ空間とする。U ⊂ Xを点 x0を含む開集合で写像 f : U → Y は
次の条件を満たすものとする。

(i) f : U → Y はC1写像である。

(ii) f ′(x0) ∈ B(X;Y )は有界な逆を持つ：(f ′(x0))
−1 ∈ B(Y ;X)

このとき ρ > 0が在って次が成立つ。
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(1) f(Bρ(x0))は f(x0)を含む Y の開集合

(2) f : Bρ(x0) → f(Bρ(x0))は全単射

(3) f−1 : f(Bρ(x0)) → Bρ(x0)は連続

(4) f−1 : f(Bρ(x0)) → XはC1写像であり任意の x ∈ B(x0; ρ)に対し

(f−1)′(f(x)) = (f ′(x))−1

注.　開写像定理により (ii)では「f ′(x0) ∈ B(X;Y )は全単射である」とすれば充分。

(証明)　Br(x0) ⊂ U なる r > 0を取る。x ∈ Br(0)に対し

g(x) = (f ′(x0))
−1(f(x0 + x)− f(x0))− x

と置いて g : Br(0) → Xを定める。定義より g(0) = 0であり

g′(x) = (f ′(x0))
−1f ′(x0 + x)− I, x ∈ Br(0)

となる。これより g′ : Br(0) → B(X;Y )の連続性が従う。g′(0) = 0 であるから 0 < k < 1

なる任意の kに対し 0 < ρ < rなる ρが在って

sup{∥g′(x)∥; x ∈ Bρ(0)} ≤ k

とする事が出来る。このとき任意の x, y ∈ Bρ(0)に対し

∥g(x)− g(y)∥ = ∥
∫ 1

0

g′(tx+ (1− t)y)dt(x− y)∥

≤
(

sup
0≤t≤1

∥g′(tx+ (1− t)y)∥
)
∥x− y∥ ≤ k∥x− y∥

となる。以上より g : Bρ(0) → Xは定理２の仮定を満たす。よって F (x) = x+ g(x)とし
て得られる写像

F : Bρ(0) ∋ x 7→ (f ′(x0))
−1(f(x0 + x)− f(x0)) ∈ X

に対し次が成立つ。

(1) F (0) = 0, B(1−k)ρ(0) ⊂ F (Bρ(0))

(2) F : Bρ(0) → F (Bρ(0))は全単射

(3) F−1 : F (Bρ(0)) → Bρ(0)はリプシッツ定数 1/(1− k)を持つリプシッツ写像
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このとき x ∈ Bρ(x0)に対し x− x0 ∈ Bρ(0)であり ξ = x− x0と置くと

F (ξ) = (f ′(x0))
−1(f(x0 + ξ)− f(x0))

⇐⇒ ξ = F−1((f ′(x0))
−1(f(x0 + ξ)− f(x0))

となる。ここで

ξ ∈ Bρ(0) ⇐⇒ F (ξ) ∈ F (Bρ(0))

⇐⇒ (f ′(x0))
−1(f(x0 + ξ)− f(x0)) ∈ F (Bρ(0))

なる関係に注意する。さて x = x0 + ξであるから

ξ = F−1((f ′(x0))
−1(f(x0 + ξ)− f(x0)))

⇐⇒ x = x0 + F−1((f ′(x0))
−1(f(x0 + ξ)− f(x0)))

となる。よって f : Bρ(x0) → Y の逆写像は f(x0)を含む Y の開集合

f(Bρ(x0)) = f(x0 +Bρ(0)) = f(x0) + f ′(x0)(F (Bρ(0)))

の上で定義される写像

y 7→ x0 + F−1((f ′(x0))
−1(y − f(x0)))

である。この写像は連続写像の合成として連続である。
最後に (4)を示す事が残っている。先ず任意の x ∈ Bρ(x0)に対し f ′(x) ∈ B(X;Y )は有
界な逆を持つ事を示そう。ρ > 0の定め方により

∥I − (f ′(x0))
−1f ′(x)∥ ≤ k

であるからノイマン級数
∞∑
n=0

(I−(f ′(x0))
−1f ′(x))nはB(X)で収束しI−(I−(f ′(x0))

−1f ′(x)) ∈

B(X)の有界な逆 (I−(I−(f ′(x0))
−1f ′(x)))−1に等しい。即ち ((f ′(x0))

−1f ′(x))−1 ∈ B(X)

が定まる。このとき定義により

((f ′(x0))
−1f ′(x))−1(f ′(x0))

−1f ′(x) = IX ,

(f ′(x0))
−1f ′(x)((f ′(x0))

−1f ′(x))−1 = IY

となる。最後の等式の両辺の左から f ′(x0)を作用させ右から (f ′(x0))
−1 を作用させると

f ′(x)((f ′(x0))
−1f ′(x))−1(f ′(x0))

−1 = IY

となるので結局
(f ′(x))−1 = ((f ′(x0))

−1f ′(x))−1(f ′(x0))
−1

がB(Y ;X)の元として定まる。
さて y′, y′′ ∈ f(Bρ(x0))に対し x′ = f−1(y′), x′′ = f−1(y′′)がBρ(x0)内に存在する。こ
のとき

f−1(y′)− f−1(y′′)− (f ′(x′′))−1(y′ − y′′)

= (f ′(x′′))−1((f ′(x′′))(x′ − x′′)− (y′ − y′′))

= −(f ′(x′′))−1(f(x′)− f(x′′)− f ′(x′′)(x′ − x′′))
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となるので

∥f−1(y′)− f−1(y′′)− (f ′(x′′))−1(y′ − y′′)

≤ ∥(f ′(x′′))−1∥∥f(x′)− f(x′′)− f ′(x′′)(x′ − x′′)∥

となる。さて f の逆写像は

f−1(y) = x0 + F−1((f ′(x0))
−1(y − f(x0)))

で与えられ、F−1はリプシッツ定数 1/(1− k)を持つリプシッツ写像であるから

∥x′ − x′′∥ = ∥f−1(y′)− f−1(y′′)∥
= ∥F−1((f ′(x0))

−1(y′ − f(x0)))− F−1((f ′(x0))
−1(y′′ − f(x0)))∥

≤ 1

1− k
∥(f ′(x0))

−1(y′ − f(x0))− (f ′(x0))
−1(y′′ − f(x0))∥

=
1

1− k
∥(f ′(x0))

−1(y′ − y′′)∥

≤ 1

1− k
∥(f ′(x0))

−1∥∥y′ − y′′∥

以上より

∥f−1(y′)− f−1(y′′)− (f ′(x′′))−1(y′ − y′′)∥
∥y′ − y′′∥

≤ 1

1− k
∥(f ′(x0))

−1∥∥(f ′(x′′))−1∥∥f(x
′)− f(x′′)− f ′(x′′)(x′ − x′′)∥

∥x′ − x′′∥

であり右辺は f の x′′に於ける微分可能性より ∥x′ − x′′∥ → 0なるとき 0に収束する。f と
f−1の連続性より ∥x′ − x′′∥ → 0と ∥y′ − y′′∥ → 0とは同値であり最後の不等式から f−1

の y′′に於ける微分可能性が従い、その微分係数 (f−1)′(y′′)は (f ′(x′′))−1であるから等式

(f−1)′(y′′) = (f ′(x′′))−1

が成立つ事が分かる。
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