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バナッハ空間に於ける常微分方程式の初期値問題の局所解の存在定理を纏めて置こう。X
をバナッハ空間とし t0 ∈ R及び u0 ∈ X を与える。a,b > 0に対しR×X の有界閉集合Dを

D = {(t,u) ∈ R×X ; t0 ≤ t ≤ t0 +a, ∥u−u0∥ ≤ b}
= [t0, t0 +a]×B(u0;b)

と定める。D上定義された写像 f : D→ Xによる相速度ベクトル場 vector field of phase velocity
に従う相点の運動方程式 equation of phase motion

u′(t) = f (t,u(t))

を初期時刻 t0 ∈ Rに於ける初期条件 u(t0) = u0の下で考えよう。その為に幾つかの定義を導
入しよう。

定義　区間 I ⊂ R上の X 値連続函数の全体及び X 値弱連続函数の全体を夫々C(I : X)及び
Cw(I;X)と表す。I上の X 値連続微分可能函数の全体及び X 値弱連続微分可能函数の全体を
C1(I;X)及びC1

w(I;X)と表す。但し Iが開区間でない場合は

C1(I;X) = {u ∈C(I;X);uは Int I上微分可能で v ∈C(I;X)が存在し u′|Int I = v|Int I}
C1

w(I;X) = {u ∈Cw(I;X);uは Int I上弱微分可能で v ∈Cw(I;X)が存在し u′|Int I = v|Int I}

と定める。上の定義の vは u′により一意的に定まるので u′の拡張 vを夫々再び u′ ∈ C(I;X)

及び u′ ∈Cw(I;X)と表す。

定義　R×Xの部分集合E上定義された写像 f : E →Xに対しL> 0が存在し任意の(t,u),(t,v)∈
Eに対し評価

∥ f (t,u)− f (t,v)∥ ≤ L∥u− v∥

が成立つとき f はリプシッツ条件を満たすと謂い Lをそのリプシッツ定数と謂う。

定理１（リプシッツ連続相速度ベクトル場の下での解の存在と一意性）　 Xをバナッハ空間
とし t0 ∈ R及び u0 ∈ X を与える。a,b > 0に対しD = [t0, t0 +a]×B(u0;b)と置く。
写像 f : D → X は有界でリプシッツ定数 Lを持つリプシッツ写像とする。I = [t0, t0 +T ],T =

min(a,b/M),M = sup{∥ f (t,u)∥;(t,u)∈D}とする。このときu∈C1(I;X)が存在してu(t0) = u0

及び任意の t ∈ Iに対して (t,u(t)) ∈ Dであり方程式

u′(t) = f (t,u(t))
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を満たす。この様な uは I上で一意的である。

(証明)　幾つかの段階に分けて議論しよう。

第一段　任意の ε > 0及び u ∈C(I;X)に対し

∥|u∥|ε = sup
t∈I

e−(1+ε)L(t−t0)∥u(t)∥

とすると ∥| · ∥|ε はC(I;X)上のノルムとなりC(I;X)にノルム ∥| · ∥|ε を与えた空間X は完備
となる。C(I;X)の部分集合

F = {u ∈C(I;X); sup
t∈I

∥u(t)−u0∥ ≤ b}

はX の閉集合となる。

(証明)　X の完備性は一様ノルムとの同値性

∥|u∥|ε ≤ sup
t∈I

∥u(t)∥ ≤ exp((1+ ε)LT )∥|u∥|ε

により従う。
次にF はX の閉集合である事を示そう。F ⊂ F を示せば良い。任意の u ∈ F に対し

{un} ⊂ F が存在し ∥|un −u∥|ε → 0(n → ∞)となる。このとき

∥u(t)−u0∥ ≤ ∥u(t)−un(t)∥+∥un(t)−u0∥
≤ exp((1+ ε)LT )∥|un −u∥|ε +b

であるから
sup
t∈I

∥u(t)−u0∥ ≤ exp((1+ ε)LT )∥|un −u∥|ε +b

が従い n → ∞とすれば u ∈ F である事が分かる。

第二段　 u ∈ F に対しΦ(u) : I → X を

(Φ(u))(t) = u0 +
∫ t

t0
f (t ′,u(t ′))dt ′, t ∈ I

で定めるとΦ(u) ∈ F となる。即ちΦ : u 7→ Φ(u)はF からそれ自身への写像となる。

(証明)　 u ∈ F , t ∈ Iに対し (t,u(t)) ∈ Dであるから不等式

∥(Φ(u))(t)− (Φ(u))(s)∥= ∥
∫ t

s
f (t ′,u(t ′))dt ′∥ ≤ M|t − s|
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によりΦ(u)の連続性が従う。更に

∥(Φ(u))(t)−u0∥= ∥
∫ t

t0
f (t ′,u(t ′))dt ′∥ ≤ M(t − t0)≤ MT ≤ b

によりΦ(u) ∈ F が従う。

第三段　Φ : F ∋ u 7→ Φ(u) ∈ F はX に於ける距離 d(u,v)≡ ∥|u− v∥|ε に関し縮小写像とな
る。Φの不動点 u ∈ X は初期値問題{

u′(t) = f (t,u(t)), t ∈ I

u(t0) = u0

のC1(I;X)に属す解である。

(証明)　 u,v ∈ F , t ∈ Iに対し等式

(Φ(u))(t)− (Φ(v))(t) =
∫ t

t0
( f (t ′,u(t ′))− f (t ′,v(t ′)))dt ′

が成立つのでリプシッツ条件及びノルム ∥| · ∥|ε の定義を用いると

∥(Φ(u)−Φ(v))(t)∥ ≤
∫ t

t0
∥ f (t ′,u(t ′))− f (t ′,v(t ′))∥dt ′

≤ L
∫ t

t0
∥u(t ′)− v(t ′)∥dt ′

≤ L
∫ t

t0
e(1+ε)L(t ′−t0)∥|u− v∥|εdt ′

=
1

1+ ε
(e(1+ε)L(t−t0)−1)∥|u− v∥|ε

を得る。これより

∥|Φ(u)−Φ(v)∥|ε ≤
1

1+ ε
∥|u− v∥|ε

が従いΦは縮小写像となる。故にΦはF 内に不動点 uを持つ。
Φの不動点 uは u ∈ F ⊂C(I;X)であり積分方程式

u(t) = u0 +
∫ t

t0
f (t ′,u(t ′))dt ′, t ∈ I

を満たす。一点 t ∈ (t0, t0 +T )を取り t +h ∈ (t0, t0 +T )なる任意の h ̸= 0に対し

u(t +h)−u(t)
h

− f (t,u(t)) =
1
h

∫ t+h

t
f (t ′,u(t ′))dt ′− f (t,u(t))

=
1
h

∫ t+h

t
( f (t ′,u(t ′))− f (t,u(t)))dt ′

と変形すると

∥u(t +h)−u(t)
h

− f (t,u(t))∥ ≤ sup
|t ′−t|≤|h|

∥ f (t ′,u(t ′))− f (t,u(t))∥

→ 0 (h → 0)
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を得るので uは (t0, t0 +T )上微分可能であり

u′(t) = f (t,u(t)), t ∈ (t0, t0 +T )

を満たす。右辺は I上連続なので u ∈C1(I;X)となる。

第四段　一意性を証明しよう。v ∈C1(I;X)は v(t0) = u0,v′(t) = f (t,v(t)), t ∈ Iを満たしてい
るものとすると tに就いて両辺を積分する事により

v(t) = u0 +
∫ t

t0
f (t ′,v(t ′))dt ′

を得る。このとき

∥u(t)− v(t)∥ ≤ L
∫ t

t0
∥u(t ′)− v(t ′)∥dt ′

となりグロンウォールの補題より u = vを得る。

定理２（弱連続相速度ベクトル場の下での解の存在）　 X をバナッハ空間とし t0 ∈ R及び
u0 ∈ X を与える。a,b > 0に対しD = [t0, t0 +a]×B(u0;b)と置く。
写像 f : D → X は弱連続で f (D)は X の弱相対点列コンパクト集合であるとする。このとき
f (D)は有界であり

M = sup{∥ f (t,u)∥;(t,u) ∈ D}

と置く。I = [t0, t0+T ],T =min(a,b/M)とする。ことのきu∈ (C∩C1
w)(I;X)が存在してu(t0) =

u0及び任意の t ∈ Iに対して (t,u(t)) ∈ Dであり方程式

u′(t) = f (t,u(t))

を満たす。ここに u′は uの弱導函数である。

(証明)　幾つかの段階に分けて議論しよう。

第一段： f (D)は有界である。　

(証明)　もしそうでないとすると任意の n ≥ 1に対して (tn,un) ∈ Dが存在し ∥ f (tn,un)∥ ≥ n
となる。 f (D)は弱相対点列コンパクトであるから部分列 {(tn j ,un j)} ⊂ Dにより { f (tn j ,un j)}
は X の弱収束列とする事が出来るが弱収束列のノルム ∥ f (tn j ,un j)∥の成す列は有界となる為
矛盾を生ずる。

第二段：コーシーの折線近似による近似解の列 {un} ⊂C(I;X)の構成
各 n ≥ 1に対し区間 I = [t0, t0 +T ]の分割 ∆nを次の様に定める：

∆n : t0 = τn
0 < τn

1 < · · ·< τn
N(n) = t0 +T,

|∆n| ≡ max{τn
j − τn

j−1;1 ≤ j ≤ N(n)}→ 0 (n → ∞)
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次に各 n ≥ 1に対し分割 ∆nに付随した点列 {un
j ;0 ≤ j ≤ N(n)}を

un
0 = u0, un

1 = un
0 +(τn

1 − τn
0 ) f (τn

0 ,u
n
0) = u0 +(τn

1 − t0) f (t0,u0),

以下帰納的に
un

j+1 = un
j +(τn

j+1 − τn
j ) f (τn

j ,u
n
j), j = 1, · · · ,N(n)−1

と定める。ここに

∥un
1 −u0∥= (τn

1 − t0)∥ f (t0,u0)∥ ≤ (τn
1 − t0)M,

∥un
2 −u0∥ ≤ ∥un

2 −un
1∥+∥un

1 −u0∥
= (τn

2 − τn
1 )∥ f (τn

1 ,u
n
1)∥+(τn

1 − t0)M ≤ (τn
2 − t0)M,

∥un
j+1 −u0∥ ≤

j

∑
k=0

∥un
k+1 −un

k∥=
j

∑
k=0

(τn
k+1 − τn

k )∥ f (τn
k ,u

n
k)∥

≤
j

∑
k=0

(τn
k+1 − τn

k )M = (τn
j+1 − t0)M

なる事により 0 ≤ j ≤ N(n)なる任意の jに対し

∥un
j+1 −u0∥ ≤ T M ≤ b

即ち (τn
j ,u

n
j) ∈ Dである事に注意する。

さて、点列 {un
j ;0 ≤ j ≤ N(n)}を線分で繋いで折線 un : I → X を定める：

un(t) =
τn

j+1 − t

τn
j+1 − τn

j
un

j +
t − τn

j

τn
j+1 − τn

j
un

j+1, t ∈ [τn
j ,τn

j+1], j = 0, · · · ,N(n)−1

ここで右辺の un
j+1に un

j による定義を代入すると

un(t) = un
j +(t − τn

j ) f (τn
j ,u

n
j), t ∈ [τn

j ,τn
j+1], j = 0, · · · ,N(n)−1

が得られる。

第三段：近似解 un ∈C(I;X)は任意の t,s ∈ Iに対し次の不等式を満たす：

∥un(t)−un(s)∥ ≤ M|t − s|

　特に、任意の t ∈ Iに対し (t,un(t)) ∈ Dとなる。

(証明)　 t > sの場合を示せば充分である。0 ≤ j ≤ k ≤ N(n)−1なる j,kが存在し
t ∈ [τn

k ,τ
n
k+1],s ∈ [τn

j ,τn
j+1]を満たす。このとき j > kならば

un(t)−un(s) = (un
k +(t − τn

k ) f (τn
k ,u

n
k))− (un

j +(s− τn
j ) f (τn

j ,u
n
j))

= (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
ℓ= j

(un
ℓ+1 −un

ℓ)− (s− τn
j ) f (τn

j ,u
n
j)

= (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
ℓ= j

(τn
ℓ+1 − τn

ℓ ) f (τn
ℓ ,u

n
ℓ)− (s− τn

j ) f (τn
j ,u

n
j)

= (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
ℓ= j+1

(τn
ℓ+1 − τn

ℓ ) f (τn
ℓ ,u

n
ℓ)+(τn

j+1 − s) f (τn
j ,u

n
j)
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となるのでMの定義を用いて

∥un(t)−un(s)∥ ≤ M((t − τn
k )+

k−1

∑
ℓ= j+1

(τn
ℓ+1 − τn

ℓ )+(τn
j+1 − s))

= M(t − s)

を得る。但し j = k−1の場合は和の記号の部分は 0と見做す。 j = kならば

un(t)−un(s) = (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)− (s− τn

k ) f (τn
k ,u

n
k)

= (t − s) f (τn
k ,u

n
k)

より同じ不等式を得る。
特に s = t0とすると ∥un(t)−u0∥ ≤ M|t − t0| ≤ MT ≤ bとなるので (t,un(t)) ∈ Dが従う。

第四段：各 t ∈ Iに対し {un(t)} ⊂ X は弱収束部分列を持つ。

(証明)　第三段の議論に於いて t ∈ [τn
k ,τ

n
k+1],s = t0 ∈ [τn

0 ,τ
n
1 ]の場合を考えると

un(s) = un(t0) = u0であるから等式

un(t)−u0 = (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
j=1

(τn
j+1 − τn

j ) f (τn
j ,u

n
j)+(τn

1 − t0) f (t0,u0)

= (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
j=0

(τn
j+1 − τn

j ) f (τn
j ,u

n
j)

が成立つ。故に
un(t)−u0

t − t0
=

t − τn
k

t − t0
f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
j=0

τn
j+1 − τn

j

t − t0
f (τn

j ,u
n
j)

となり (un(t)−u0)/(t − t0)は f (D)の凸包に属す事が分かる。
f (D)は弱相対点列コンパクトなので f (D)の凸包もそうである。従って各 t ∈ Iに対し{(un(t)−
u0)/(t − t0)}nは弱収束部分列を持ち、故に {un(t)}nも弱収束部分列を持つ。

第五段：近似解の列 {un} ⊂C(I;X)に対し狭義単調増加なρ : Z>0 →Z>0による部分列 {uρ(n)}
及び u ∈C(I;X)が存在し各 t ∈ Iに対し {uρ(n)(t)}は u(t)に弱収束する。特に u(t0) = u0であ
り任意の t,s ∈ Iに対し uは次の不等式を満たす：

∥u(t)−u(s)∥ ≤ M|t − s|

(証明)　 I ∩Qは可算なので全単射 σ : Z>0 → I ∩Qが存在する。第四段により X の点列
{un(σ(1))}nは弱収束部分列を持つので狭義単調増加なρ1 :Z>0 →Z>0が存在して{uρ1(n)(σ(1))}n

は弱収束列となる。このとき {uρ1(n)(σ(2))}nは第四段により再び弱収束部分列を持つので
狭義単調増加な ρ2 : Z>0 → Z>0が存在して {uρ1(ρ2(n))(σ(2))}nは弱収束列となる。このとき
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{uρ1(ρ2(n))(σ(1))}nは収束列 {uρ1(n)(σ(1))}nの部分列なので収束する。以下同様にして任意の
m ≥ 1及び任意の 1 ≤ k ≤ mに対し狭義単調増加な ρk : Z>0 → Z>0が存在し任意の 1 ≤ j ≤ k
に対し {u(ρ1◦···◦ρk)(n)(σ( j))}nは弱収束列となる。そこで t ∈ I∩Qに対し {u(ρ1◦···◦ρn)(n)(t)}nを
考える。任意の t ∈ I ∩Qに対し唯一つの m ≥ 1が存在し t = σ(m)となる。k ≥ mとすると
{u(ρ1◦···◦ρk)(n)(σ(m))}nは弱収束列となるので {u(ρ1◦···◦ρn)(n)(σ(m))}nも弱収束列である。従っ
て任意の t ∈ I ∩Qに対し {u(ρ1◦···◦ρn)(n)(t)}nは弱収束列である。ρ(n) = (ρ1 ◦ · · · ◦ρn)(n)と置
くと ρ : Z>0 → Z>0は狭義単調増加であり {uρ(n)}は {un}の部分列となる。
さて任意の t ∈ Iに対し {uρ(n)(t)}は X の弱収束列である事を示そう。その為には任意の

ℓ ∈ X ′に対し {⟨ℓ,uρ(n)(t)⟩}nはCのコーシー列である事を示せば充分である。I∩Qは Iで稠
密なので任意の ε > 0に対し k ≥ 1を取って

|t −σ(k)|< ε/(3(M∥ℓ∥X ′ +1))

とする事が出来る。この k に対し {⟨ℓ,uρ(n)(σ(k))⟩}n は収束列を成すので N ≥ 1を取って
m,n ≥ Nなる任意のm,nに対し

|⟨ℓ,uρ(m)(σ(k))⟩−⟨ℓ,uρ(n)(σ(k))⟩|< ε/3

とする事が出来る。従ってm,n ≥ Nに対し

|⟨ℓ,uρ(m)(t)⟩−⟨ℓ,uρ(n)(t)⟩|
= |⟨ℓ,uρ(m)(t)−uρ(m)(σ(k))⟩+ ⟨ℓ,uρ(n)(σ(k))−uρ(n)(t)⟩

+ ⟨ℓ,uρ(m)(σ(k))⟩−⟨ℓ,uρ(n)(σ(k))⟩|
≤ ∥ℓ∥X ′∥uρ(m)(t)−uρ(m)(σ(k))∥+∥ℓ∥X ′∥uρ(n)(σ(k))−uρ(n)(t)∥

+ |⟨ℓ,uρ(m)(σ(k))⟩−⟨ℓ,uρ(n)(σ(k))⟩|
≤ 2M∥ℓ∥X ′|t −σ(k)|+ ε/3 < ε

と評価される。これが示すべき事であった。
各 t ∈ Iに対する {uρ(n)(t)}の弱収束極限を u(t)と定める。これより

u : I ∋ t 7→ u(t) ∈ X

が定まる。
さて、任意の t,s ∈ Iを取る。Xの元 u(t)−u(s)に対しハーン・バナッハの定理により ℓ ∈ X ′

が存在し
⟨ℓ,u(t)−u(s)⟩ = ∥ℓ∥2 = ∥u(t)−u(s)∥2

を満たす。uρ(n)(t)−uρ(n)(s)は u(t)−u(s)に弱収束するので任意の ε > 0に対し N ≥ 1が存
在し n ≥ Nなる任意の nに対し

|⟨ℓ,uρ(n)(t)−uρ(n)(s)⟩−⟨ℓ,u(t)−u(s)⟩|< ε

となる。以上と第三段より

∥u(t)−u(s)∥2 = ⟨ℓ,u(t)−u(s)⟩
≤ ⟨ℓ,uρ(n)(t)−uρ(n)(s)⟩+ ε
≤ ∥ℓ∥ ∥uρ(n)(t)−uρ(n)(s)∥+ ε
≤ ∥ℓ∥M|t − s|+ ε
= M∥u(t)−u(s)∥ |t − s|+ ε
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を得る。ε > 0は任意であったので

∥u(t)−u(s)∥ ≤ M|t − s|

が従う。これより u ∈C(I;X)を得る。

第六段：X の部分集合
K = u(I)∪

∪
n≥1

un(I)

は弱点列コンパクトである。

(証明)　 I ⊂ Rは点列コンパクトで u : I → X は X に弱位相を入れて考えても連続であるか
ら u(I)は弱点列コンパクトである。そこで任意の点列 {y j} ⊂

∪
n≥1

un(I)は Kの或る点に収束

するような部分列を持つ事を示せば良い。任意の j ≥ 1に対し n( j) ≥ 1及び t j ∈ Iが存在し
y j = un( j)(t j)となる。このとき次の場合のどちらかが成立する。

(i) ♯{n( j); j ≥ 1}< ∞ (ii) ♯{n( j); j ≥ 1}= ∞

(i)の場合：或る n0 ≥ 1に対し ♯{ j ≥ 1;n0 = n( j)}= ∞となる。（もしそうでなければ任意の
mに対しm = n( j)を与える jは有限個となる。仮定 ♯n(Z>0)< ∞により有限個のm1, · · · ,mk

で n(Z>0) = {m1, · · · ,mk}と表される。従って、それらを実現する jは有限個しかないこと
になり矛盾を生ずる。)従って、狭義単調増加 ρ1 : Z>0 → Z>0が存在し任意の j ≥ 1に対し
n0 = n(ρ1( j))と表される。このとき点列 {tρ1( j)}はコンパクト集合 Iの列であるから t∗ ∈ I及
び狭義単調増加 ρ2 : Z>0 → Z>0によって tρ1(ρ2( j)) → t∗( j → ∞)とする事が出来る。ρ = ρ1 ◦ρ2

とすると　 yρ( j) = un(ρ( j))(tρ( j)) = un0(tρ( j))と表され un0 の連続性より X のノルムで yρ( j) →
un0(t

∗) ∈ Kとなる。

(ii)の場合：任意の j ≥ 1に対し n(k) > n( j)を満たす k > jが存在する。（もしそうでなけ
れば或る j0 ≥ 1に対し n(k) > n( j0)を満たす k > j0 は存在しない事となり {n( j); j ≥ 1} ⊂
{n( j);1 ≤ j ≤ j0}が成立つが共に有限集合となる為矛盾を生ずる。）従って狭義単調増加
ρ1 : Z>0 → Z>0 が存在し n◦ρ1 : Z>0 → Z>0も狭義単調増加となる。(i)と同様に t∗ ∈ I及び
狭義単調増加 ρ2 : Z>0 → Z>0を取り tρ1(ρ2( j)) → t∗( j → ∞)とする事が出来る。ρ = ρ1 ◦ρ2と
すると yρ( j) = un(ρ( j))(tρ( j))は任意の ℓ ∈ X ′に対し

|⟨ℓ,yρ( j)⟩−⟨ℓ,u(t∗)⟩|
= |⟨ℓ,un(ρ( j))(tρ( j))−un(ρ( j))(t

∗)⟩ + ℓ,⟨un(ρ( j))(t
∗)−u(t∗)⟩|

≤ ∥ℓ∥M|tρ( j)− t∗|+ |⟨ℓ,un(ρ( j))(t
∗)−u(t∗)⟩|

→ 0 ( j → ∞)

となり u(t∗) ∈ Kに弱収束する。
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第七段：第五段で定まる uは弱微分可能であり、その弱導函数 u′は弱連続で任意の t ∈ Iに
対し u′(t) = f (t,u(t))を満たす。

(証明)　以下では簡単の為、第五段で定まった部分列 {uρ(n)}を改めて {un}と表す事にする。
第六段により I ×K は R×X の弱点列コンパクト集合である。よって任意の ℓ ∈ X ′ に対し
I×K ∋ (t,y) 7→ ⟨ℓ, f (t,y)⟩ ∈Cは一様連続である。即ち任意の ε > 0に対し δ > 0及び有限個
の {ℓi;1 ≤ i ≤ m} ⊂ X ′が存在し |t − s|< δ なる任意の t,s ∈ I及び max

1≤i≤m
|⟨ℓi,y− z⟩|< δ なる任

意の y,z ∈ Kに対し |⟨ℓ, f (t,y)− f (s,z)⟩| < ε が成立つ。また N ≥ 1が存在し任意の n ≥ Nに
対し

|∆n|< δ/(1+M max
1≤i≤m

∥ℓi∥)

と出来る。

第四段の議論より t ∈ [τn
k ,τ

n
k+1]なるとき

un(t)−u0 −
∫ t

t0
f (t ′,un(t ′))dt

= (t − τn
k ) f (τn

k ,u
n
k)+

k−1

∑
j=0

(τn
j+1 − τn

j ) f (τn
j ,u

n
j)

−
k−1

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

f (t ′,un(t ′))dt ′−
∫ t

τn
k

f (t ′,un(t ′))dt ′

=
∫ t

τn
k

( f (τn
k ,u

n
k)− f (t ′,un(t ′))dt ′+

k−1

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

( f (τn
j ,u

n
j)− f (t ′un(t ′)))dt ′

=
∫ t

τn
k

( f (τn
k ,un(τn

k ))− f (t ′,un(t ′)))dt ′+
k−1

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

( f (τn
j ,un(τn

j ))− f (t ′,un(t ′)))dt ′

と表される。ここで 0 ≤ j ≤ kなる任意の jに対し

sup{|τn
j − t ′|;τn

j ≤ t ′ ≤ τn
j+1}= τn

j+1 − τn
j ≤ |∆n|< δ ,

max
1≤i≤m

sup{|⟨ℓi,un(τn
j )−un(t ′)⟩|;τn

j ≤ t ′ ≤ τn
j+1}

≤ max
1≤i≤m

∥ℓi∥sup{∥un(τn
j )−un(t ′)∥;τn

j ≤ t ′ ≤ τn
j+1}

≤ max
1≤i≤m

∥ℓi∥sup{M|τn
j − t ′|;τn

j ≤ t ′ ≤ τn
j+1}

= max
1≤i≤m

∥ℓi∥M|τn
j+1 − τn

j |

≤ max
1≤i≤m

∥ℓi∥M|∆n|< δ
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となるので任意の n ≥ Nに対し

|⟨ℓ,un(t)−u0 −
∫ t

t0
f (t ′,un(t ′))dt ′⟩|

= |
∫ t

τn
k

⟨ℓ, f (τn
k ,un(τn

k ))− f (t ′,un(t ′))⟩dt ′

+
k−1

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

⟨ℓ, f (τn
j ,un(τn

j ))− f (t ′,un(t ′))⟩dt ′|

≤
k

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

|⟨ℓ, f (τn
j ,un(τn

j ))− f (t ′,un(t ′))⟩|dt ′

≤
k

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

ε dt ′ = ε(τn
k+1 − τn

0 )≤ εT

なる評価を得る。右辺は t ∈ Iについて一様である。

一方、各 t ∈ Iに対し
⟨ℓ,un(t)⟩ → ⟨ℓ,u(t)⟩

であり f の弱連続性より各 t ∈ Iに対し

⟨ℓ, f (t,un(t))⟩ → ⟨ℓ, f (t,u(t))⟩

及び
|⟨ℓ, f (t,un(t))⟩| ≤ ∥ℓ∥M

となるから有界収束定理を用いて n → ∞なる極限を取る事により

|⟨ℓ,u(t)−u0 −
∫ t

t0
f (t ′,u(t ′))dt ′⟩| ≤ εT

を得る。ε > 0は任意であり ℓ ∈ X ′も任意であるから

u(t) = u0 +
∫ t

0
f (t ′,u(t ′))dt ′, t ∈ I

が成立つ。 f の弱連続性より uの弱可微分性が従い

u′(t) = f (t,u(t)), t ∈ I

を得る。

定理２の系　　 X を反射的バナッハ空間とし t0 ∈ R及び u0 ∈ X を与える。a,b > 0に対し
D = [t0, t0 +a]×B(u0;b)と置く。写像 f : D → Xは弱連続であるとする。このとき f (D)は有
界であり

M = sup{∥ f (t,u)∥;(t,u) ∈ D}

と置く。I = [t0, t0+T ], T =min(a,b/M)とする。このときu∈ (C∩C1
w)(I;X)が存在してu(t0) =

u0及び任意の t ∈ Iに対して
u′(t) = f (t,u(t))
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を満たす。ここに u′は uの弱導函数である。

（証明）　 f (D)が弱相対点列コンパクト集合である事を示せば充分である。Dは反射的バ
ナッハ空間R×X の有界閉であるから弱点列コンパクトである。 f : D → X は弱連続である
から弱点列コンパクト集合Dの像 f (D)は弱相対点列コンパクトである。

定理３（コンパクト相速度ベクトル場の下での解の存在）　 Xをバナッハ空間とし t0 ∈R及
び u0 ∈ Xを与える。a,b > 0に対しD = [t0, t0+a]×B(u0;b)と置く。写像 f : D → Xは連続で
f (D)は X の相対点列コンパクト集合であるとし

M = sup{∥ f (t,u)∥;(t,u) ∈ D}

と置く。I = [t0, t0 +T ], T = min(a,b/M)とする。このとき u ∈C1(I;X)が存在して u(t0) = u0

及び任意の t ∈ Iに対して
u′(t) = f (t,u(t))

を満たす。

（証明）　定理２と同様に近似解の列 {un} ⊂C(I;X)を定める。任意の t,s ∈ Iに対し ∥un(t)−
un(s)∥≤M|t−s|が成立ち、任意の t ∈ Iに対して (t,un(t))∈Dとなる。狭義単調増加ρ :Z>0 →
Z>0による部分列 {uρ(n)}及び u ∈C(I;X)が存在し各 t ∈ Iに対し {uρ(n)(t)}は u(t)に X で収
束する。特に u(t0) = u0であり任意の t,s ∈ Iに対し uは不等式 ∥u(t)−u(s)∥ ≤ M|t − s|を満た
す。X の部分集合 K = u(I)∪

∪
n≥1

un(I)はコンパクトであるから I ×K ∋ (t,y) 7→ f (t,y) ∈ X は

一様連続となる。以下では簡単の為に {uρ(n)}を改めて {un}と表す。このとき t ∈ [τn
k ,τ

n
k+1]

なる 0 ≤ k ≤ N(n)−1に対し

u(t)−u0 −
∫ t

t0
f (t ′,u(t ′)) dt ′

= (u(t)−un(t))+(un(t)−u0 −
∫ t

t0
f (t ′,un(t ′)) dt ′)+

∫ t

t0
( f (t ′,un(t ′))− f (t ′,u(t ′))) dt ′

= u(t)−un(t)

+
∫ t

τn
k

( f (τn
k ,un(τn

k ))− f (t ′,un(t ′))) dt ′+
k−1

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

( f (τn
j ,un(τn

j ))− f (t ′,un(t ′))) dt ′

+
∫ t

t0
( f (t ′,un(t ′))− f (t ′,u(t ′))) dt ′
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と表せば

∥u(t)−u0 −
∫ t

t0
f (t ′,u(t ′)) dt ′∥

≤ ∥u(t)−un(t)∥+
k

∑
j=0

∫ τn
j+1

τn
j

∥ f (τn
j ,un(τn

j ))− f (t ′,un(t ′))∥ dt ′

+
∫ t

t0
∥ f (t ′,un(t ′))− f (t ′,u(t ′))∥ dt ′

≤ ∥u(t)−un(t)∥+ sup
|t ′−t ′′|≤|∆n|

∥ f (t ′,un(t ′))− f (t ′′,un(t ′′))∥ ·
k

∑
j=0

(τn
j+1 − τn

j )

+
∫ t

t0
∥ f (t ′,un(t ′))− f (t ′,u(t ′))∥ dt ′

≤ ∥u(t)−un(t)∥+ sup
|t ′−t ′′|≤|∆n|

|y′−y′′|≤M|∆n|

∥ f (t ′,y′)− f (t ′′,y′′)∥ ·T

+
∫ t

t0
∥ f (t ′,un(t ′))− f (t ′,u(t ′))∥ dt ′

→ 0 (n → ∞)

が従う。ここに f : I×K → Xの一様連続性と有界収束定理を用いた。よって uは積分方程式
の解となる。
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