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Xを集合、f : X → Rを函数とする。

定義 1. f : X → Rは最大値を持つとはx0 ∈ X が存在して任意のx ∈ Xに対しf(x) ≤ f(x0)

となる事を謂う。

定義 2. f : X → Rは最小値を持つとはx0 ∈ X が存在して任意のx ∈ Xに対しf(x) ≥ f(x0)

となる事を謂う。

例 1. X = R, f(x) = cos xは最大値も最小値も持つ。最大値は 1で最大値を与える点の集
合は{2mπ; m ∈ Z}であり最小値は−1で最小値を与える点の集合は{(2m−1)π; m ∈
Z}である。

例 2. X = R, f(x) = 1/(1 + x2)は最大値を持つが最小値を持たない。最大値は 1で最大
値を与える点の集合は一点のみから成る {0}である。

例 3. X = R, f(x) = x2は最小値を持つが最大値を持たない。最小値は 0で最小値を与え
る点の集合は一点のみから成る {0}である。

例 4. X = R, f(x) = exは最大値も最小値も持たない。

例 5. X = (0, 1], f(x) = 1/xは最小値を持つが最大値を持たない。最小値は 1で最小値
を与える点の集合は一点のみから成る {1}である。

例 6. X = (−1, 1), f(x) = −1/(1 − x2)は最大値を持つが最小値を持たない。最大値は
−1で最大値を与える点の集合は一点のみから成る {0}である。

例 7. X = R, f(x) = exp(−1/(1 − x2))χ(−1,1)(x)は最大値も最小値も持つ。最大値は 1で
最大値を与える点の集合は一点のみから成る {0}であり最小値は 0で最小値を与え
る点の集合はR \ (−1, 1) = (−∞,−1] ∪ [1,∞)である。

例 8. X = (0, 1) f(x) = sin(1/x)は最大値も最小値も持つ。最大値は 1で最大値を与える
点の集合は {1/((2m + 1

2
)π); m ∈ Z≥0}であり最小値は−1で最小値を与える点の集

合は {1/((2m + 3
2
)π); m ∈ Z≥0}である。

上記の例では函数は全て連続である。空間X は例 1,2,3,4,7では非有界、例 6,8では有
界開集合、例 5では有界だが開でも閉でもない。これらは「有界閉区間上の実数値連続函
数は最大値及び最小値を持つ」と云う微分積分学で良く知られた定理に於いて「有界閉区
間」なる仮定を外した場合に起こる具体例である。ここではXを一般化した場合を考え
よう。
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定理１　コンパクト集合上の連続函数は最大値及び最小値を持つ。

定理２　点列コンパクト集合上の連続函数は最大値及び最小値を持つ。
　

定理１の証明 (その１)　 x ∈ X に対し Vx = f−1((− |f(x)| − 1, |f(x)| + 1))と置くと
(− |f(x)| + 1, |f(x)| + 1) ⊂ Rは f(x)を含む開区間であり f : X → Rは連続であるから
Vxは xを含むXの開集合である。よって {Vx ⊂ X; x ∈ X}はXの開被覆となる。Xの
コンパクト性により有限集合 Iが在って {xi; i ∈ I} ⊂ X, {Vxi

; i ∈ I} はXの有限開被覆
となる：X =

∪
i∈I

Vxi

これより F (X) =
∪
i∈I

f(Vxi
) ⊂

∪
i∈I

(− |f(xi)| − 1, |f(xi)| + 1)

= (−max
i∈I

|f(xi)| − 1, max
i∈I

|f(xi)| + 1)

となり f(X)はRの有界集合となる。ワイエルストラスの上限及び下限の存在定理により
sup f(X)(≡ M)及び inf f(X)(≡ m)が実数として定まる。そこでM及びmが夫々f の最
大値及び最小値として実現する事を示そう。n ∈ Z>0に対し Fn = f−1([M − 1/n, M ])と
置くと、上限の性質より任意の nに対し xn ∈ Xが存在してM − 1/n < f(xn) ≤ M とな
るからFn 6= ∅である。f の連続性よりFnはXの閉集合であり、定義により {Fn}は単調
減少列である：F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ Fn+1 ⊃ · · ·
Xのコンパクト性により

∩
n≥1

Fn 6= ∅となるので x ∈
∩
n≥1

Fnを取ると定義により xは任意

の nに対しM − 1/n ≤ f(x) ≤ M を満たす。故に f(x) = M となる。即ちM は f の最大
値となり、それは xによって実現する。同様の論法によりmは f の最小値でありそれを
実現する点が存在する事も分かる。

定理１の証明 (その２)　 f(X)の有界性を証明その１と別な方法で示そう。n ∈ Z>0に対
し Vn = f−1((−n, n))と置くと f の連続性により VnはXの開集合でありR =

∪
n≥1

(−n, n)

によりX = f−1(R) =
∪
n≥1

f−1((−n, n)) =
∪
n≥1

Vnとなるので {Vn; n ∈ Z>0}はXの開被覆

である。Xのコンパクト性により {Vn; n ∈ Z>0}の有限部分被覆でXを覆う事が出来る。
その様な nの最大値をN とすれば f(X) ⊂ (−N,N)となる。

定理１の証明 (その３)　M ≡ sup f(X)及びm ≡ inf f(X)が夫 f々の最大値及び最小値と
して実現する事を証明その１と別の方法で示そう。Mが最大値でないと仮定して矛盾を導
く。仮定により任意のx ∈ Xに対し f(x) < Mとなるので 0 < εx < M −f(x)なる εxを選
ぶ事が出来る。この時fの連続性によりxの開近傍Uxを取りf(Ux) ⊂ (f(x)−εx, f(x)+εx)

とする事が出来る。こうして出来た {Ux ⊂ X; x ∈ X} はX の開被覆なのでX のコンパ
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クト性より有限集合 Iを取って {xi; i ∈ I} ⊂ X, {Uxi
; i ∈ I}はXの有限開被覆とする事

が出来る：X =
∪
i∈I

Uxi

これより f(X) =
∪
i∈I

f(Uxi
) ⊂

∪
i∈I

(f(xi) − εxi
, f(xi) + εxi

)

= (min
i∈I

(f(xi) − εxi
), max

i∈I
(f(xi) + εxi

))

となる。即ちM ′ ≡ max
i∈I

(f(xi) + εxi
)は f(X) の一つの上界となる。一方、任意の x ∈ X

に対し f(x) + εx < M であったからM ′ < M となりM の最小性即ちM = sup f(X)なる
事に反する。f の最小値がmで実現する事も同様にして従う。

定理１の証明 (その４)　連続写像によるコンパクト集合の像はコンパクトでありRのコ
ンパクト部分集合は有界閉集合となる。f(X)は有界であるからワイエルストラスの上限
及び下限の存在定理より sup f(X)及び inf f(X)が実数として定まる。これらは f(X)の触
点であり f(X)は閉集合であるから sup f(X) ∈ f(X) = f(X), inf f(X) ∈ f(X) = f(X)

となる。よって sup f(X)は最大値で inf f(X)は最小値である。

定理２の証明 (その１)　先ず f(X)の有界性を示そう。もしそうでないとすると任意の
n ∈ Z>0に対し xn ∈ X が在って |f(xn)| ≥ nとなる。X の点列コンパクト性より部分列
{xnj

} ⊂ {xn}及び x0 ∈ X を取って

1 ≤ n1 < n2 < · · · < nj → ∞ (j → ∞)

xnj
→ x0 (j → ∞)

と出来る。f の連続性より |f(xnj
)| → |f(x0)|(j → ∞) となる。一方 |f(xnj

)| ≥ nj →
∞(j → ∞)より矛盾。従って f(X)はRの有界集合である。ワイエルストラスの上限及
び下限の存在定理により sup f(X)(≡ M)及び inf f(X)(≡ m)が実数として定まる。そこ
でM 及びmが夫々f の最大値及び最小値として実現する事を示そう。上限の性質により
任意の n ∈ Z>0に対し xn ∈ Xが存在しM − 1/n < f(xn) ≤ M となる。Xの点列コンパ
クト性より部分列 {xnj

} ⊂ {xn}及び x0 ∈ Xを取って

1 ≤ n1 < n2 < · · · < nj → ∞ (j → ∞)

xnj
→ x0 (j → ∞)

と出来る。f の連続性により f(xnj
) → f(x0)(j → ∞)となるので不等式M − 1/nj <

f(xnj
) ≤ Mに於いて j → ∞とする事によりM = f(x0)を得る。即ちMは fの最大値と

なり、それは x0によって実現する。同様の論法によりmは f の最小値でありそれを実現
する点が存在する事も分かる。

定理２の証明 (その２)　連続写像による点列コンパクト集合の像は点列コンパクトであ
りRの点列コンパクト部分集合は有界閉集合となる。f(X)は有界であるからワイエルス
トラスの上限及び下限の存在定理より sup f(X)及び inf f(X)が実数として定まる。これ
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らは f(X)の触点であり f(X)は閉集合であるから sup f(X) ∈ f(X) = f(X), inf f(X) ∈
f(X) = f(X)となる。よって sup f(X)は最大値で inf f(X)は最小値である。

注　開集合族の基底が可算個のものから成る空間を第二可算空間、任意の点の基本近傍
系が可算個のものから成る空間を第一可算空間と謂う。第二可算空間は第一可算空間であ
る。距離空間は第一可算空間となり可分な距離空間は第二可算空間となる。距離空間また
は第二可算空間に於いてコンパクト部分集合と点列コンパクト部分集合の概念は同値で
ある。ユークリッド空間Rnに於いてコンパクト部分集合、点列コンパクト部分集合、有
界閉部分集合の概念は同値である。

ユークリッド空間Rn ⇒ 可分距離空間 ⇒ 距離空間

⇓ ⇓
第二可算空間 ⇒ 第一可算空間

⇓
可分空間
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