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多重指数とはZ
n
≥0 = (Z≥0)

nの元の事である。ここにZ≥0は非負整数の全体である。R
n上

の微分積分の記述は多重指数を用いると著しく簡潔になる。ここではその標準的な記法を纏
めて置こう。

多重指数は通常 α, β, γ等のギリシャ文字で表し成分表示には

α = (α1, · · · , αn), β = (β1, · · · , βn)

なる記法を用いる。

多重指数の相等
α = βとは任意の j ∈ {1, · · · , n}に対し αj = βjである事と定める。

多重指数の加法
　 α = (α1, · · · , αn), β = (β1, · · · , βn)に対し α + βを α + β = (α1 + β1, · · · , αn + βn)で
定める。多重指数の零元 0を 0 = (0, · · · , 0)と定めれば加法に関する零元となる。

多重指数のスカラー倍
α = (α1, · · · , αn), k ∈ Z≥0に対し kαを kα = (kα1, · · · , kαn)で定める。

多重指数の順序
α = (α1, · · · , αn), β = (β1, · · · , βn)に対しα ≤ βとは任意の j ∈ {1, · · · , n}に対しαj ≤ βj

である事と定める。α ≤ βは β ≥ αとも表す。従って一般的に α ≥ 0である。α ≤ βである
時に限り多重指数 β − αが β − α = (β1 − α1, · · · , βn − αn)で定まる。よって次の関係が成
立つ：

α ≤ β ⇔ β − α ≥ 0

多重指数の長さ
α = (α1, · · · , αn)に対し全成分の和

|α| = α1 + · · ·+ αn =
n∑

j=1

αj

を αの長さと定める。これは (Zn
≥0 ⊂ R

nと見做した) ユークリッド的長さと同じ記号で表さ
れるので注意を要する。
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多重指数の階乗
α = (α1, · · · , αn)に対し各成分の階乗の積

α! = α1! · · ·αn! =
n∏

j=1

αj!

を αの階乗と定める。0! = 1より 0 ∈ Z
n
≥0に対しても 0! = 1が従う。

多重指数の二項係数
α ≥ βなる多重指数 α = (α1, · · · , αn), β = (β1 · · · , βn)に対し各成分の二項係数の積(

α

β

)
=

n∏
j=1

(
αj

βj

)
=

n∏
j=1

αj!

βj!(αj − βj)!
=

α!

β!(α− β)!

を二項係数と定める (Z≥0の元 n個の組から見れば多項係数)。α ≥ βでない時は(
α

β

)
= 0

と定める。

数ベクトルの多重指数による冪
x = (x1, · · · , xn) ∈ R

nの多重指数 α = (α1, · · · , αn)による冪 xαを

xα = xα1
1 · · · xαn

n =
n∏

j=1

x
αj

j

で定める。0 ∈ Z
n
≥0に対しては x0 = 1となる。

勾配作用素の多重指数による冪
勾配作用素 ∂ = ∇ = grad = (∂1, · · · , ∂n), ∂j = ∂/∂xjの多重指数α = (α1, · · · , αn)による
冪 ∂αを

∂α = ∂α1
1 · · · ∂αn

n =
n∏

j=1

∂
αj

j

で定める。

以上の準備の下で多重指数を用いる基本的な命題を纏めて置こう。

命題 1　次は同値である。
(1)(二項定理)

x, y ∈ R, k ∈ Z>0に対し

(x+ y)k =
k∑

j=0

(
k

j

)
xk−jyj =

∑
(i,j)∈Z≥0×Z≥0

i+j=k

k!

i!j!
xiyj
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(2)(多項定理)

n, k ∈ Z>0, x = (x1, · · · , xn) ∈ R
nに対し

(
n∑

j=1

xj

)k

= (x1 + · · ·+ xn)
k =

∑
|α|=k

k!

α!
xα

(3)(ユークリッド空間に於ける二項定理)

n ∈ Z>0, α ∈ Z
n
≥0, x, y ∈ R

n に対し

(x+ y)α =
∑

0≤β≤α

(
α

β

)
xα−βyβ =

∑
(β,γ)∈Zn

≥0×Zn
≥0

β+γ=α

α!

β!γ!
xβyγ

(4)(ユークリッド空間に於ける内積の冪の展開)

n, k ∈ Z>0, x, y ∈ R
nに対し

(x · y)k =
∑
|α|=k

k!

α!
xαyα

注 1. (1)は成立するので命題 1の (1)から (4)は全て成立する。

注 2. (2)の別証明　 t ∈ Rに対し

exp

(
t

n∑
j=1

xj

)
=

n∏
j=1

exp(txj) =
n∏

j=1

∑
αj≥0

1

αj!
(txj)

αj =
∑
α≥0

1

α!
(tx)α

=
∞∑
k=0

⎛
⎝∑

|α|=k

1

α!
xα

⎞
⎠ tk

となるので両辺を tに就いて k回微分し t = 0とすれば (2)を得る。

(証明)(1)⇒(2): (2)を nに関する次の命題と見做す：
(P )n: 任意の k ∈ Z>0, x, y ∈ R

nに対し
(

n∑
j=1

xj

)k

=
∑

(α1,··· ,αn)∈Zn
≥0

α1+···+αn=k

k!

α1! · · ·αn!
xα1
1 · · · xαn

n

(P )nが全ての n ∈ Z>0に対して成立つ事を nに関する帰納法で示そう。
(P )1は α1 = k故両辺共に xk

1となり成立する。n ≥ 2とし (P )n−1が成立すると仮定し (P )n

を導こう。
n∑

j=1

xj =
n−1∑
j=1

xj + xnとして (1)を用いると
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(
n∑

j=1

xj

)k

=
∑

�+m=k
�,m≥0

k!

�!m!

(
n−1∑
j=1

xj

)�

xm
n

そこで (P )n−1を用いると(
n−1∑
j=1

xj

)�

=
∑

α1+···+αn−1=�

α1,··· ,αn−1≥0

�!

α1! · · ·αn−1!
xα1
1 · · · xαn−1

n−1

となるからmを αnと書き換える事により(
n∑

j=1

xj

)k

=
∑

�+m=k
�,m≥0

∑
α1+···+αn−1=�

α1,··· ,αn−1≥0

k!

α1! · · ·αn−1!m!
xα1
1 · · · xαn−1

n−1 xm
n

=
∑

α1+···+αn=k
α1,··· ,αn≥0

k!

α1! · · ·αn−1!αn!
xα1
1 · · · xαn−1

n−1 xαn
n

を得る。これが示すべき事であった。

(2)⇒(1):　 (2)の n = 2の場合が (1)である。

(1)⇒(3):　定義により

(x+ y)α =
n∏

j=1

(xj + yj)
αj

となる。ここでαj = 0なる jが存在する (自明な)場合も含めて右辺に (1)を用いると次の様
に (3)が従う。

(x+ y)α =
n∏

j=1

∑
0≤βj≤αj

(
αj

βj

)
x
αj−βj

j y
βj

j

=
∑

0≤β1≤α1

· · ·
∑

0≤βn≤αn

(
α1

β1

)
· · ·

(
αn

βn

)
xα1−β1

1 · · · xαn−βn
n · yβ1

1 · · · yβn
n

=
∑

0≤β≤α

(
α

β

)
xα−βyβ

(3)⇒(1):　 (3)の n = 1の場合が (1)である。

(2)⇒(4):　 x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ R
nに対し

x · y =
n∑

j=1

xjyj
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であるから (2)の xjの代わりに xjyjとして (2)を適用すると
(

n∑
j=1

xjyj

)k

=
∑
|α|=k

k!

α1! · · ·αn!
(x1y1)

α1 · · · (xnyn)
αn

=
∑
|α|=k

k!

α!
xα1
1 · · · xαn

n · yα1
1 · · · yαn

n =
∑
|α|=k

k!

α!
xαyα

となり (4)を得る。

(4)⇒(2):　 (4)に於いて y = (1, · · · , 1) ∈ R
n とすれば yα = 1により (2)を得る。

命題 2　 n, k ∈ Z
n
>0に対し次の等式が成立する：

(1)　 �{α ∈ Z
n
≥0; |α| = k} =

∑
|α|=k

1 =
(n+ k − 1)!

(n− 1)!k!

(2)　 �{α ∈ Z
n
≥0; |α| ≤ k} =

∑
|α|≤k

1 =
(n+ k)!

n!k!

(証明)　 t ∈ (0, 1)に対し ϕ(t) = (1− t)−nと置くと

ϕ(t) = (1− t)−n =

( ∞∑
α1=0

tα1

)
· · ·

( ∞∑
αn=0

tαn

)

=
∑
α≥0

t|α| =
∞∑
j=0

∑
|α|=j

t|α|

=
∞∑
k=0

⎛
⎝∑

|α|=k

1

⎞
⎠ tk

よって ∑
|α|=k

1 =
ϕ(k)(0)

k!
=

n(n+ 1) · · · (n+ k − 1)

k!
=

(n+ k − 1)!

(n− 1)!k!

これより (1)が従う。さてこの右辺は k = 0なら 1に等しく k ≥ 1なら

(n+ k − 1)!

(n− 1)k!
=

(n+ k − 1)!

n!k!
· n

=
(n+ k − 1)!

n!k!
((n+ k)− k)

=
(n+ k)!

n!k!
− (n+ (k − 1))!

n!(k − 1)!
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と表されるので
∑
|α|≤k

1 =
k∑

j=0

∑
|α|=j

1

=
k∑

j=1

∑
|α|=j

1 +
∑
|α|=0

1

=
k∑

j=1

(
(n+ j)!

n!j!
− (n+ (j − 1))!

n!(j − 1)!

)
+ 1

=

(
(n+ k)!

n!k!
− 1

)
+ 1 =

(n+ k)!

n!k!

となり (2)が従う。

命題 3　 n, k ∈ Z>0, x ∈ R
nに対し次の不等式が成立つ。

(1)　 (k!)−1/2|x|k ≤
⎛
⎝∑

|α|=k

|xα|2
⎞
⎠

1/2

≤ |x|k

(2)　 (k!)−1/2|x|k ≤
⎛
⎝ ∑

|α|=k

|xα|2
⎞
⎠

1/2

≤
∑
|α|=k

|xα| ≤
√(

n+ k − 1

k

)⎛
⎝ ∑

|α|=k

|xα|2
⎞
⎠

1/2

≤
√(

n+ k − 1

k

)
|x|k

(3)　 (k!)−1/2(1 + |x|2)k/2 ≤
⎛
⎝∑

|α|≤k

|xα|2
⎞
⎠

1/2

≤ (1 + |x|2)k/2

(4)　 (k!)−1/2(1 + |x|2)k/2 ≤
⎛
⎝∑

|α|≤k

|xα|2
⎞
⎠

1/2

≤
∑
|α|≤k

|xα| ≤
√(

n+ k

k

)⎛
⎝∑

|α|≤k

|xα|2
⎞
⎠

1/2

≤
√(

n+ k

k

)
(1 + |x|2)k/2

注 3. この形の不等式はフーリエ変数で用いられる事が多い。

(証明)　命題 1の (4)を x = yに適用し展開に現れる係数は全て正の整数である事に注意す
ると

|x|2k =
∑
|α|=k

k!

α!
x2α =

∑
|α|=k

k!

α!
|xα|2 ≥

∑
|α|=k

|xα|2

が得られる。一方、

|x|2k =
∑
|α|=k

k!

α!
|xα|2

≤ k!
∑
|α|=k

|xα|2
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となるので (1)が示された。さて⎛
⎝∑

|α|=k

|xα|
⎞
⎠

2

=
∑
|α|=k

∑
|β|=k

|xα+β|

の右辺の和の取り方に於いて α = βの場合はその一部であるから∑
|α|=k

∑
|β|=k

|xα+β| ≥
∑
|α|=k

|x2α| =
∑
|α|=k

|xα|2

となり (2)の二番目の不等式が従う。また命題 2の (1)より⎛
⎝∑

|α|=k

|xα|2
⎞
⎠

2

=
∑
|α|=k

∑
|β|=k

|xα||xβ|

≤ 1

2

∑
|α|=k

∑
|β|=k

|xα|2 + 1

2

∑
|α|=k

∑
|β|=k

|xβ|2

=

(
n+ k − 1

k

) ∑
|α|=k

|xα|2

となるので (2)の三番目の不等式が得られる。(2)の最初と最後の不等式は (1)より従う。以
上で (2)が示された。(3)の二つの不等式は上と同様に

∑
|α|≤k

|xα|2 =
k∑

j=0

∑
|α|=j

|x2α|

≤
k∑

j=0

k!

j!(k − j)!

∑
|α|=j

j!

α!
|x2α| =

k∑
j=0

k!

j!(k − j)!
|x|2j = (1 + |x|2)k

≤
k∑

j=0

k!

(k − j)!

∑
|α|=j

|x2α|

≤ k!
∑
|α|≤k

|xα|2

として得られる。(4)は (3)と次の不等式より従う：

∑
|α|≤k

|xα|2 ≤
∑
|α|≤k

∑
|β|≤k

|xα+β| =
⎛
⎝∑

|α|≤k

|xα|
⎞
⎠

2

≤ 1

2

∑
|α|≤k

∑
|β|≤k

|xα|2 + 1

2

∑
|α|≤k

∑
|β|≤k

|xβ|2

=

(
n+ k

k

) ∑
|α|≤k

|xα|2
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命題 4　 (テイラーの公式)　 U ⊂ R
nを開集合、f ∈ Ck+1(U ;C), k ∈ Z≥0, a ∈ U とする。

h ∈ R
nを {a+ th ∈ R

n; t ∈ [0, 1]} ⊂ U を満たすものとすると次のテイラーの公式が成立つ。

f(a+ h) =
∑
|α|≤k

1

α!
(∂αf)(a)hα +

∑
|α|=k+1

k + 1

α!

∫ 1

0

(1− t)k(∂αf)(a+ th)hαdt

(証明)　一変数函数のテイラーの公式

ϕ(1) =
k∑

j=0

1

j!
ϕ(j)(0) +

1

k!

∫ 1

0

(1− t)kϕ(k+1)(t)dt

を考える。ϕ(t) = f(a+ th)とすれば

ϕ′(t) = (∇f)(a+ th) · h =
n∑

�=1

(∂�f)(a+ th)h� =
∑
|α|=1

(∂αf)(a+ th)hα,

ϕ(j)(t) =
∑

|α(1)|=1

· · ·
∑

|α(j)|=1

(∂α(1)+···+α(j)

f)(a+ th)hα(1)+···+α(j)

=
∑
|α|=j

(�M(j, α))(∂αf)(a+ th)hα

となる。ここに

M(j, α) = {(α(1), · · · , α(j)) ∈ (Zn
≥0)

j; |α(1)| = · · · = |α(j)| = 1, α(1) + · · ·+ α(j) = α}
とする。

N(j, α) = {(�1, · · · , �j) ∈ {1, · · · , n}j;αi = �{m; �m = i}, 1 ≤ i ≤ n}
とすると �M(j, α) = �N(j, α)であり(

n∑
�=1

x�

)j

=
∑
|α|=j

(�N(j, α))xα

となるから命題 1の (2)より

�M(j, α) = �N(j, α) =
j!

α!

が従う。故に 1 ≤ j ≤ kなる jに対し

ϕ(j)(0) =
∑
|α|=j

j!

α!
(∂αf)(a)hα

及び
ϕ(k+1)(t) =

∑
|α|=k+1

(k + 1)!

α!
(∂αf)(a+ th)hα

となり ϕ(1) = f(a+ h), ϕ(0) = f(a)であるから一変数のテイラーの公式より命題 4が従う。

参考文献： G.B. Folland, Real Analysis, Pure and Applied Mathematics.

島倉紀夫、楕円型偏微分作用素、紀伊国屋書店
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