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ナビエ・ストークス方程式、非線型波動方程式、非線型シュレディンガー方程式をはじめ
として、数理物理学に現れる多くの非線型発展方程式は、適当なバナッハ空間に於いて半線
型発展方程式の形を取る。ここでは非線型相互作用を、主要項を成す線型偏微分作用素の摂
動と見做して、半線型発展方程式の初期値問題をバナッハ空間で議論しよう。

１．問題の設定　

X を（複素）バナッハ空間とし Aは定義域 D(A) ⊂ X を持つ線型作用素で F : X → X は
F(0) = 0なる連続写像とする。t0 ≥ 0, u0 ∈ Xを与え、次の微分方程式の初期値問題を考える：

（E）　

{
du
dt = Au+F(u), t > t0,

u(t0) = u0

この問題を積分方程式に転換して考察する為に次の仮定を置く。

（A）　 Aは X 上C0半群 {etA; t ≥ 0}を生成する。

その為の必要充分条件はHille-吉田の定理により次で与えられる。

（i）　 Aは稠密に定義された閉作用素である。

(ii)　ω0 ∈ Rが存在し Aのレゾルベント集合 ρ(A)は半直線 (ω0,∞)を含み
Aのレゾルベント (λ I −A)−1は任意の λ > ω0及びm ∈ Z>0に対し評価

∥(λ I −A)−m∥B(X) ≤ M0(λ −ω0)
−m

　を満たす。ここにM0はmにも λ にも依存しないM0 ≥ 1なる定数である。

このとき {etA; t ≥ 0}は評価

sup
t≥0

e−ω0t∥etA∥B(X) ≤ M0

を満たす。
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さて (E)を I = [t0, t0+T ]で満たす自然な強解のクラスはC(I : D(A))∩C1(I;X)であるとして
強解uの満たす積分方程式を求めよう。任意に t ∈ Iを与えX値函数 [t0, t]∋ s 7→ e(t−s)Au(s)∈ X

を考える。sに就いて微分すると

d
ds

(e(t−s)Au(s)) = e(t−s)A(−Au(s)+
du
ds

) = e(t−s)AF(u(s))

となるから t0から t迄積分すると等式

u(t)− e(t−t0)Au(t0) =
∫ t

t0

d
ds

(e(t−s)Au(s))ds =
∫ t

t0
e(t−s)AF(u(s))ds

が従う。よって (E)に対応する積分方程式は

(I)

u(t) = e(t−t0)Au0 +
∫ t

t0
e(t−s)AF(u(s))ds　

となる。次節からは積分方程式 (I)を主に扱う。

２．リプシッツ摂動の場合

この節では Fはリプシッツ条件を満たすものとする：

（L） L0 ≥ 0が存在し任意の u,v ∈ X に対し　

∥F(u)−F(v)∥ ≤ L0∥u− v∥

このとき次が成立つ：

定理１　 Aは X 上C0半群を成し Fはリプシッツ条件を満たすものとする。このとき任意の
t0 ≥ 0及びu0 ∈Xに対し (I)は唯一つの解u∈C([t0,∞);X)を持つ。また、任意のω >ω0+L0M0

に対しCω > 0が存在し任意の t ≥ t0に対し

∥u(t)∥ ≤Cωeω(t−t0)

が成立つ。

（証明）　ω > ω0に対し
∥|u∥|= sup

t≥t0
e−ω(t−t0)∥u(t)∥

と置くと
Xω = {u ∈C([t0,∞);X);∥|u∥|< ∞}

はノルム∥|·∥|でバナッハ空間となる。実際{un}をXωのコーシー列とするとvn(t)= e−ω(t−t0)un(t)

で定まる {vn}は (C∩L∞)([t0,∞);X)に於けるコーシー列となるので収束極限 vを持つ。
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このとき u(t) = eω(t−t0)v(t)と置くと u ∈ C([t0,∞);X)で ∥|u∥| = sup
t≥t0

∥v(t)∥かつ ∥|un − u∥| =

sup
t≥t0

∥vn(t)− v(t)∥→ 0(n → ∞)を満たす。

さて u ∈ Xω に対し

(Φ(u))(t) = e(t−t0)Au0 +
∫ t

t0
e(t−s)AF(u(s))ds

と置く。半群 {etA; t ≥ 0}の強連続性よりΦ(u) ∈C([t0,∞);X)が従う。半群の評価及びFのリ
プシッツ性と F(0) = 0なる事により∫ t

t0
∥e(t−s)AF(u(s))∥ds ≤ M0

∫ t

t0
eω0(t−s)∥F(u(s))∥ds

≤ L0M0

∫ t

t0
eω0(t−s)∥u(s)∥ds

≤ L0M0∥|u∥|
∫ t

t0
eω0(t−s)eω(s−t0)ds

=
L0M0

ω −ω0
∥|u∥|(eω(t−t0)− eω0(t−t0))

と評価されるので

∥|Φ(u)∥| ≤ M0∥u0∥+
L0M0

ω −ω0
∥|u∥|

を得る。同様に u,v ∈ Xω に対し不等式

∥|Φ(u)−Φ(v)∥| ≤ L0M0

ω −ω0
∥|u− v∥|

が成立つので、与えられた u0 ∈ X に対し

M0∥u0∥+
L0M0

ω −ω0
ρ ≤ ρ

及び
L0M0

ω −ω0
< 1

即ち

ω > ω0 +L0M0,

ρ ≥ M0∥u0∥/
(

1− L0M0

ω −ω0

)
となる様にωと ρを取ればΦ : u 7→ Φ(u)はXω の閉球

Xω(ρ) = {u ∈ Xω ;∥|u∥| ≤ ρ}

に於ける縮小写像となり不動点を持つ。
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次に (I)の解の一意性を示そう。u,v ∈C([t0,∞);X)を (I)の解とする。このとき

u(t)− v(t) =
∫ t

t0
e(t−s)A(F(u(s))−F(v(s))) ds

となるので不等式

e−ω0t∥u(t)− v(t)∥ ≤ L0

∫ t

t0
e−ω0s∥u(s)− v(s)∥ ds

にグロンウォールの補題を用いれば u = vが従う。

３．局所リプシッツ摂動の場合

この節では Fは局所リプシッツ条件を満たすものとする：

(L)loc　単調増加函数 L : R≥0 → R≥0が存在し任意の ρ > 0に対し L(ρ)> 0となり任意の
u,v ∈ B(0;ρ)に対し不等式

∥F(u)−F(v)∥ ≤ L(ρ)∥u− v∥

が成立つ。

このとき次が成立つ。

定理２　 Aは X 上C0半群を成し Fは局所リプシッツ条件を満たすものとする。このとき任
意の t0 ≥ 0及び u0 ∈ Xに対し T ∗ ∈ (t0,∞]が存在し (I)は唯一つの解 u ∈C([t0,T ∗);X)を持つ。
更に次のどちらか一方が成立つ。

(i)　 T ∗ = ∞
(ii)　 T ∗ < ∞且つ lim

t↑T ∗
∥u(t)∥= ∞

(証明)　 0 < T ≤ 1なる T に対して I = [t0, t0 +T ]と置きC(I;X)に一様ノルム

∥|u∥|= sup
t∈I

∥u(t)∥

を与えたバナッハ空間をX と表し、原点を中心とする半径 ρ > 0の閉球をX (ρ)と表そう：

X (ρ) = {u ∈C(I;X);∥|u∥| ≤ ρ}

u ∈ X (ρ)及び t ∈ Iに対し

(Φ(u))(t) = e(t−t0)Au0 +
∫ t

t0
e(t−s)AF(u(s)) ds
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と置く。半群 {etA : t ≥ 0}の強連続性よりΦ(u) ∈ C(I;X)が従う。半群の評価及び F の局所
リプシッツ性と F(0) = 0なる事によりω0 ̸= 0の場合

∥(Φ(u))(t)∥ ≤ M0e(t−t0)ω0∥u0∥+L(ρ)M0

∫ t

t0
e(t−s)ω0∥u(s)∥ ds

≤ M0eT ω0∥u0∥+L(ρ)M0ρ
∫ t

t0
e(t−s)ω0 ds

≤ M0eω0∥u0∥+
L(ρ)M0

ω0
(e(t−t0)ω0 −1)ρ ,

ω0 = 0の場合
∥(Φ(u))(t)∥ ≤ M0∥u0∥+L(ρ)M0 · (t − t0)ρ

を得る。同様に u,v ∈ X (ρ)に対しω0 ̸= 0の場合

∥(Φ(u)−Φ(v))(t)∥ ≤ L(ρ)M0

ω0
(e(t−t0)ω0 −1)∥|u− v∥|

ω0 = 0の場合
∥(Φ(u)−Φ(v))(t)∥ ≤ L(ρ)M0 · (t − t0)∥|u− v∥|

を得る。以上よりΦ(u)はX (ρ)上でω0 > 0の場合

∥|Φ(u)∥| ≤ M0eω0∥u0∥+
L(ρ)M0

ω0
(eT ω0 −1)ρ ,

∥|Φ(u)−Φ(v)∥| ≤ L(ρ)M0

ω0
(eT ω0 −1) ∥|u− v∥|,

ω0 ≤ 0の場合

∥|Φ(u)∥| ≤ M0∥u0∥+L(ρ)M0T ρ ,
∥|Φ(u)−Φ(v)∥| ≤ L(ρ)M0T∥|u− v∥|

なる評価を持つ。そこで 0 < ε < 1なる εを一つ取り ρ ,T > 0をω0 > 0の場合

ρ ≥ M0eω0∥u0∥/ε,

0 < T ≤ min

(
1,

1
ω0

log(1+
(1− ε)ω0

L(ρ)M0
)

)
ω0 ≤ 0の場合

ρ ≥ M0∥u0∥/ε,

0 < T ≤ min

(
1,

1− ε
L(ρ)M0

)
と定めると縮小定数 1− ε を持つ縮小写像Φ : X (ρ) ∋ u 7→ Φ(u) ∈ X (ρ)が定まる。よって
ΦはX (ρ)に不動点 uを持つ。そこで

T0 ≡ min(1,
1

ω0
log(1+

(1− ε)ω0

L(M0eω0∥u0∥/ε)M0
)), ω0 > 0,

T0 ≡ min(1,
1− ε

L(M0∥u0∥/ε)M0
), ω0 ≤ 0
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と置くと u(t0 +T0) ∈ X が定まり t1 ≡ t0 +T0で与えられたデータとして積分方程式

u(t) = e(t−t1)Au(t1)+
∫ t

t1
e(t−s)AF(u(s)) ds

の解の存在を考える事が出来る。上と同様に議論する事により

T1 ≡ min(1,
1

ω0
log(1+

(1− ε)ω0

L(M0eω0∥u(t1)∥/ε)M0
)), ω0 > 0

T1 ≡ min(1,
1− ε

L(M0∥u(t1)∥/ε)M0
), ω0 ≤ 0

と置くとその解 u ∈C([t1, t1+T1];X)の存在が従う。そこでこの uを前段の u ∈C([t0, t1];X)の
延長として [t0, t1 +T1]で考えると積分方程式

u(t) = e(t−t0)Au(t1)+
∫ t

t1
e(t−s)AF(u(s)) ds

= e(t−t1)A
(

e(t1−t0)Au0 +
∫ t1

t0
e(t1−s)AF(s)ds

)
+

∫ t

t1
e(t−s)AF(u(s)) ds

= e(t−t0)Au0 +
∫ t1

t0
e(t−s)AF(u(s))ds+

∫ t

t1
e(t−s)AF(u(s)) ds

= e(t−t0)Au0 +
∫ t

t0
e(t−s)AF(u(s))ds

を [t0, t1 +T1]上で満たすので u ∈C([t0, t1 +T1];X)なる解が得られた事になる。以下帰納的に
n ≥ 1に対し tn = tn−1 +Tn−1が定まり積分方程式

u(t) = e(t−tn)Au(tn)+
∫ t

tn
e(t−s)AF(u(s)) ds

は

Tn ≡ min(1,
1

ω0
log(1+

(1− ε)ω0

L(M0eω0∥u(tn)∥/ε)M0
)), ω0 > 0

Tn ≡ min(1,
1− ε

L(M0eω0∥u(tn)∥/ε)M0
), ω0 ≤ 0

として解 u ∈C([tn, tn +Tn];X)を持つ事が示され、その解は u ∈C([t0, tn];X)の延長として

u(t) = e(t−t0)Au0 +
∫ t

t0
e(t−s)AF(u(s)) ds

を [t0, tn +Tn]上で満たす解 u ∈C([t0, tn+1];X)(tn+1 = tn +Tn)に接続される事が分る。

この様にして狭義単調増加列 {tn;n ≥ 0}が tn+1 = tn +Tnによって定まる。このとき次のど
ちらか一方が起こっている。
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(i)　
∞

∑
n=0

Tn < ∞

(ii)　
∞

∑
n=0

Tn = ∞

そこでT ∗= t0+
∞

∑
n=0

Tnと置こう。このときT ∗はT ∗= sup{T ≥ t0; (I)はu∈C([t0,T ];X)なる解をもつ}

と特徴付けられる。(i)の T ∗ < ∞の場合に lim
t↑T ∗

∥u(t)∥= ∞なる事を示せば良い。そこで

liminf
t↑T ∗

∥u(t)∥ < ∞である事を仮定し矛盾を導こう。liminf
t↑T ∗

∥u(t)∥ < r0 < ∞なる r0 を取る。

t0 < sn < T ∗, sn → T ∗なる単調増加列 {sn}が存在し ∥u(sn)∥ ≤ r0を満たす。このとき

S ≡ min(1,
1

ω0
log(1+

(1− ε)ω0

L(M0eω0r0/ε)M0
)), ω0 > 0

S ≡ min(1,
1− ε

L(M0r0/ε)M0
), ω0 ≤ 0

と置けば uは [t0,T ∗)∪
∪
n≥1

[sn,sn+S] = [t0,T
∗+S)特に [t0,T ∗+S/2]上に延長可能となり T ∗の

性質に反する事になる。

４．C0-半群の生成作用素の定義域に於ける局所リプシッツ摂動の場合

この節では FはD(A)に於いて局所リプシッツ条件を満たすものとする：

(L)′loc FはD(A)を不変に保ち、単調増加函数L : R≥0 →R≥0が存在し任意のρ > 0に対し
L(ρ)> 0となり ∥u∥+∥Au∥ ≤ ρ , ∥v∥+∥Av∥ ≤ ρ なる任意の u,v ∈ D(A)に対し
不等式

∥F(u)−F(v)∥+∥A(F(u)−F(v))∥ ≤ L(ρ)(∥u− v∥+∥Au−Av∥)

が成立つ。

このとき次が成立つ：

定理３　 Aは X 上 C0 半群を成し F は D(A)に於いて局所リプシッツ条件を満たすものと
する。このとき任意の t0 ≥ 0及び u0 ∈ D(A)に対し T ∗ ∈ (t0,∞]が存在し (I)は唯一つの解
u ∈C([t0,T ∗);D(A))を持つ。更に次のどちらか一方を必ず成立つ。

(i)　 T ∗ = ∞
(ii)　 T ∗ < ∞且つ lim

t↑T ∗
(∥u(t)∥+∥Au(t)∥) = ∞

（証明）　Aは閉作用素故D(A)はAのグラフノルムでバナッハ空間となる。グラフノルムに
よるバナッハ空間D(A)をY とし A0 = A|D(A2)をD(A0) = D(A2)

A0u = Au, u ∈ D(A0)
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と定めると A0はY 上C0-半群を成す。定理２の X ,AをY,A0に対して適用したものが定理３
である。

５．部分的局所リプシッツ摂動の場合

Y を Xの部分空間としノルム ∥ ·∥Y が定義されていて (Y,∥ ·∥Y )はバナッハ空間を成し埋込
み写像 ι : (Y,∥ ·∥Y ) ↪→ (X ,∥ ·∥X)は連続であるとする。X上のC0半群 {etA; t ≥ 0}はY を不変
に保ちY 上に制限された半群 {etA : t ≥ 0}はY 上でもC0半群を成すものとする。FはY を不
変に保ちY の任意の有界集合上有界で X のノルムでリプシッツ条件を満たすものとする：

(L)
′′

loc　 FはY を不変に保ち、単調増加函数 L : R≥0 → R≥0が存在し任意の ρ > 0に対し

L(ρ)> 0となり任意の u,v ∈ BY (ρ) = {w ∈ Y ;∥w∥Y ≤ ρ}に対し、不等式

∥F(u)−F(v)∥X ≤ L(ρ)∥u− v∥X ,

∥F(u)∥Y ≤ L(ρ)∥u∥Y

が成立つ。

また任意の有界閉区間 I ⊂ R及び ρ > 0に対し

Y (ρ) = {u ∈C(I;X);u(I)⊂ Y, sup
t∈I

∥u(t)∥Y ≤ ρ}

は X のノルムで定まる距離
d(u,v) = sup

t∈I
∥u(t)− v(t)∥X

に関し完備であるとする。

定理４　 Xの部分空間Y は上の仮定を満たすものとする。このとき任意の t0 ≥ 0及び u0 ∈Y

に対し T ∗ ∈ (t0,∞]が存在し (I)は唯一つの解 u ∈ C([t0,T ∗);Y )を持つ。更に次のどちらか一
方が必ず成立つ。

(i)　 T ∗ = ∞
(ii)　 T ∗ < ∞且つ lim

t↑T ∗
∥u(t)∥Y = ∞

(証明)　ω0 ∈ R,M0 ≥ 1が存在し

sup
t≥0

e−ω0t
(
∥etA∥B(X)∨∥etA∥B(Y )

)
≤ M0

とする事が出来る。定理２の証明と同様にして u,v ∈ Y (ρ)に対しω0 > 0の場合

sup
t∈I

∥(Φ(u))(t)∥Y ≤ M0eω0∥u0∥Y +
L(ρ)M0

ω0
(eT ω0 −1)ρ,
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d(Φ(u),Φ(v))≤ L(ρ)M0

ω0
(eT ω0 −1)d(u,v),

ω0 ≤ 0の場合
sup
t∈I

∥(Φ(u))(t)∥Y ≤ M0∥u0∥Y +L(ρ)M0Tρ ,

d(Φ(u),Φ(v))≤ L(ρ)M0T d(u,v)

なる評価を得る。ここに I = [t0, t0+T ],T > 0とする。ρと T を定理２の証明と同様に取る事
によりΦの不動点（即ち (I)の局所解）の存在が従う。uが (I)の解である事と {etA; t ≥ 0}が
Y でC0半群を成す事により u ∈ C(I;Y )なる事が従う。局所解の延長の議論も定理２の証明
の ∥u(t)∥を ∥u(t)∥Y に置き換える事により同様に成立つ。

註　（定理４と定理２,３との関係）　定理４の特別な場合としてX =Y を考えると定理４と
定理２は同一の内容となる為、定理２は定理４の系と見做す事を出来る。定理３はY = D(A)

の場合に相当するがFに対する仮定は定理４の方が弱い（リプシッツ条件はXのノルムに関
するもののみである）一方、Y (ρ)の dに関する完備性は A及び Xに対する追加条件と見做
す事が出来る。一つの充分条件として次の命題を挙げて置こう。

命題　 X を反射的バナッハ空間とし Aは X 上のC0半群の生成作用素とする。このとき任意
の有界閉区間 I ⊂ R及び ρ > 0に対し

Y (ρ) = {u ∈C(I;X);u(I)⊂ D(A),sup
t∈I

∥Au(t)∥ ≤ ρ}

は X のノルムで定まる距離
d(u,v) = sup

t∈I
∥u(t)− v(t)∥

に関し完備である。

（証明）　 Y (ρ)が X のノルムに関して閉集合である事を示せば良い。u ∈ Y (ρ)とすると
{un} ⊂ Y (ρ)が存在し sup

t∈I
∥Aun(t)∥ ≤ ρ且つ sup

t∈I
∥un(t)−u(t)∥→ 0(n → ∞)が成立つ。Xの完

備性により u ∈C(I;X)なる事が従う。各 t ∈ Iに対し ∥Aun(t)∥ ≤ ρであるから X の反射性に
より (tに依存する）部分列 {Aun j(t)}及び v(t) ∈ Xが存在し Aun j(t)は v(t)に弱収束する。こ
のとき ∥v(t)∥ ≤ liminf

j→∞
∥Aun j(t)∥ ≤ ρが成立つ。

任意の w ∈ D(A∗)に対し成立つ等式

⟨A∗w,un j(t)⟩= ⟨w,Aun j(t)⟩

に於いて j → ∞とすると
⟨A∗w,u(t)⟩= ⟨w,v(t)⟩

を得る。これにより
w 7→ ⟨A∗w,u(t)⟩
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は稠密に定義された連続線型汎函数となるので u(t) ∈ D(A∗∗)が従う。Aは反射的バナッハ空
間に於いて稠密に定義された閉作用素であるから u(t) ∈ D(A∗∗) = D(A)且つ Au(t) = v(t)が
従う。t ∈ Iは任意であったから u(I)⊂ D(A), sup

t∈I
∥Au(t)∥= sup

t∈I
∥v(t)∥ ≤ ρとなり u ∈Y (ρ)が

従う。
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