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L. Schwartzの急減少函数全体の成す空間S とは次で定義される：

S = {u ∈ C∞(Rn);任意の k ∈ Z≥0に対し |u|k = max
|α|+j≤k

sup
x∈Rn

〈x〉j|∂αu(x)| < ∞}

ここで、多重指数の標準的な記号を用いている：

α = (α1, · · · , αn) ∈ Zn
≥0, |α| =

n∑
j=1

αj,

∂α =
n∏

j=1

∂
αj

j , ∂j = ∂/∂xj, x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn,

〈x〉 = (1 + |x|2)1/2, |x| =

(
n∑

j=1

x2
j

)1/2

.

各点毎の和とスカラー倍により、S に和とスカラー倍が定義され、この和とスカラー倍
によりS はベクトル空間となる。各 kに対しS 3 u 7→ |u|k ∈ Rは半ノルムとなり、

d(u, v) =
∞∑

k=0

1

2k

|u − v|k
1 + |u − v|k

はS 上の距離となる。S は距離 dに関し完備となる。具体的にはGaussian exp(−a|x|2)
や

n∏
j=1

2

eaxj + e−axj
=

n∏
j=1

1

cosh(axj)
=

n∏
j=1

sech (axj) (a > 0)

が急減少函数の典型的な例である。急減少函数に多項式を掛けて得られる函数も急減少函
数である。特に Hermite多項式にGaussianを掛けた函数 (量子力学に於ける調和振動子
を記述する波動函数)は急減少函数である。一方、exp(−a|x|)(a > 0) は滑らかではない
のでS には属さず、exp(−a〈x〉ρ)(a, ρ > 0) は滑らかなのでS に属す。m次の多項式の
増大度O(|x|m)(|x| → ∞)をO(exp(m log |x|)) と考えれば、指数減衰より減少度の弱い函
数 exp(−a(log〈x〉)2)もS に属す事が分かる。急減少函数の導函数は急減少であるが、急
減少函数を発散として持つベクトル場は必ずしも急減少ではない。特に一変数の急減少函
数の不定積分や原始函数は必ずしも急減少ではない。コンパクトな台を持つ滑らかな函数
全体の成す空間C∞

0 (Rn) はS で稠密であり、S はLp(Rn)(1 ≤ p < ∞)で稠密であるが、
S は L∞(Rn)では稠密でない (定数函数１は L∞(Rn)に於てS の列で近似出来ない)。
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さて急減少函数とは、その全ての導函数と共に、無限遠点に於いて |x|の任意の負冪よ
り速く消滅する滑らかな函数と言える。そこで無限遠点での消滅の様子を記述する為に、
Rnを一点コンパクト化して n次元球面 Snの立体射影 stereographic projection を導入し
よう。先ず SnをRn+1に於て次の様に定義する：

Sn = {(x, t) ∈ Rn × R; |x|2 + t2 = 1}

このとき ϕ : Sn \ {(0, 1)} → Rnを ϕ(x, t) = x/(1 − t) で定める。Rnの無限遠点∞は Sn

の北極 (0,1)に対応するものとすれば ϕは同相写像 ϕ : Sn → Rn ∪ {∞}となる。実際、ϕ

の逆 ϕ−1は

ϕ−1(y) =

(
2

|y|2 + 1
y,

|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
, y ∈ Rn, ϕ−1(∞) = (0, 1)

で与えられる。滑らかなコンパクト多様体 Sn上で定義された滑らかな函数で、その全て
の導函数と共に北極 (0,1)に於て消滅する函数全体の成す空間を Ċ∞(Sn)とする：

Ċ∞(Sn) = {f ∈ C∞(Sn); Rn+1に於けるSnの開近傍Uと g ∈ C∞(U)が在って g|Sn = f

かつ任意の (α, j) ∈ Zn+1
≥0 に対し lim

(x,t)→(0,1)

(x,t)∈Sn

∂α
x ∂j

t g(x, t) = 0}

このとき次が成立つ。

命題　 u ∈ C∞(Rn)に対し次は同値である。

(1) u ∈ S

(2) ϕ∗u ∈ Ċ∞(Sn)

(証明)　

(1) ⇒ (2) : u ∈ S に対し

(ϕ∗u)(x, t) = u

(
x

1 − t

)
= u(y), y =

x

1 − t

で定まる函数 ϕ∗uの (x, t) → (0, 1)に於ける挙動が問題となるので 0 ≤ t < 1

の場合を考えれば充分である。このとき

∂α
x ∂j

t (ϕ
∗u)(x, t)

=
j!

(1 − t)j+1+|α|

n∑
k1=1

· · ·
n∑

kj=1

xk1 · · · xkj
(∂k1 · · · ∂kj

∂αu)

(
x

1 − t

)

=
j!

(1 − t)|α|+1

n∑
k1=1

· · ·
n∑

kj=1

yk1 · · · ykj
(∂k1 · · · ∂kj

∂αu)(y)

に於いて 0 ≤ 1
1−t

= |y|2
1+t

≤ |y|2なる事に注意すれば (1) ⇒ (2)が従う。
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(2) ⇒ (1) : ϕ∗u ∈ Ċ∞(Sn) に対し、上記の様な拡張 gを取る。(ϕ−1)∗g ∈ S なる事を示せ
ば良い。このとき

((ϕ−1)∗g)(y) = g

(
2

|y|2 + 1
y,

|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
= g(x, t), y ∈ Rn

である。Rn+1上の函数 y 7→
(

2

|y|2 + 1
y,

|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
と gは全ての導函数も込め

て滑らかで有界なので (ϕ−1)∗g もそうである。仮定により g の任意の導関数
は、(x, t) → (0, 1)なるとき (1− t)の任意の逆冪を掛けても０に収束するので、
|y|2 = 1+t

1−t
の任意の冪を掛けても |y| → ∞に於いて消滅する。
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