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等比級数
∞∑
n=0

xnは級数の中でも最も基礎的なものであろう。級数
∞∑
n=0

anが収束するとは

第 n部分和 Sn =
n−1∑
k=0

akから成る数列 {Sn}が収束する事であり
∞∑
n=0

an が発散するとは

{Sn}が収束しない事である。今の場合

Sn =
n−1∑
k=0

xk = 1 + x+ · · ·+ xn−1

であるから x = 1なら Sn = n, x ̸= 1なら

xSn =
n−1∑
k=0

xk+1 = x+ x2 + · · ·+ xn = (1 + x+ · · ·+ xn−1)− 1 + xn

= Sn − 1 + xn,

Sn =
1− xn

1− x

となる。よって Snは |x| < 1のとき収束し |x| ≥ 1のとき発散する。詳しくは

∞∑
n=0

xn =


1

1−x
(|x| < 1)

∞ (x ≥ 1)

振動して発散 (x ≤ −1)

となる。これより |x| < 1なる xに対し

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−x)n,
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn (1)

が成立する。右辺の級数は (−1, 1)上広義一様に絶対収束する。実際 0 < ε < 1なる任意
の εに対し

sup
x∈[−1+ε,1−ε]

∞∑
n=0

|x|n ≤
∞∑
n=0

(1− ε)n =
1

ε
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となるからである。(1)と広義一様収束性を用いると |x| < 1なる xに対し

log(1 + x) =

∫ x

0

1

1 + y
dy =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−y)ndy =
∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0

yndy

=
∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1

=
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn, (2)

log(1− x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
(−x)n = −

∞∑
n=1

1

n
xn, (3)

1

2
log

1 + x

1− x
=

1

2
(log(1 + x)− log(1− x))

=
1

2

∞∑
n=1

(−1)n−1 + 1

n
xn =

1

2

∑
n≥1

n:奇数

(−1)n−1 + 1

n
xn

=
∑
n≥1

n:奇数

1

n
xn =

∞∑
n=0

1

2n+ 1
x2n+1 (4)

が得られる。(1)と同様 (2)(3)(4)の右辺の級数は (−1, 1)上広義一様に絶対収束する。(2)

は x = 1で (3)は x = −1で夫々(条件)収束する。

さて等比級数は幾何級数とも謂う。ここでは (1)を初等幾何学的に考えてみよう。以下
では xは 0 < x < 1なる任意の実数とする。

x

1

1

0
C

0
D1

C
0

A

0
B

P

一辺の長さを1とする正方形A0B0C0D0を考える。辺A0D0

上にA0から長さ xの点C1を取る。辺B0A0を延長した直線
と辺C0C1 を延長した直線の交点を P とする。

B0C0 : A0C1 = PB0 : PA0

でありB0C0 = 1, A0C1 = x, PB0 = PA0 + 1であるから

B0C0 · PA0 = A0C1 · PB0

⇔ PA0 = x(PA0 + 1)

⇔ PA0 =
x

1− x

よって

PB0 =
x

1− x
+ 1 =

1

1− x

となる。
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次に B1 = A0とし A0C1を底辺に持つ正方形、即ち
一辺の長さをxとする正方形A1B1C1D1を考える。PC1

とA1D1との交点をC2とする

B0C0 : B1C1 = B1C1 : A1C2

でありB0C0 = 1, B1C1 = xであるから

B0C0 · A1C2 = B1C1 ·B1C1

⇔ A1C2 = x2

となる。

以下帰納的に点列 {An}{Bn}{Cn}, {Dn}を任意のn ≥ 0

に対し次の性質を満たす様に作る。

• AnBnCnDnは一辺の長さを xnとする正方形
• Cn+1 は PC0 と AnDn の交点で AnCn+1 = xn+1

• An = Bn+1
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•正方形An+1Bn+1Cn+1Dn+1はAnCn+1を底辺とする

さて台形AnBnCnCn+1の面積は、上底AnCn+1の長
さはxn+1、下底BnCnの長さはxn、高さは辺AnBnの
長さ xnであるから

1

2
(xn+1 + xn)xn =

1

2
(x2n + x2n+1)

となる。これらの台形の合併は三角形 PB0C0に等し
い：

PB0C0 =
∞∪
n=0

AnBnCnCn+1

三角形 PB0C0の面積は 1
2
B0C0 · PB0 = 1

2
1

1−x
であり

台形の総面積は

1

2

∞∑
n=0

(x2n + x2n+1) =
1

2

∞∑
n=0

xn

従って 0 < x < 1に対し

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn (5)

が成立つ。

正方形AnBnCnDnの面積は x2nであるからそれらの合併による図形
∞∪
n=0

AnBnCnDn
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の面積は
∞∑
n=0

x2nである。0 < x2 < 1であるから (5)を用いると、この値は

1

1− x2
=

∞∑
n=0

x2n

と求める事が出来る。
さて正方形 AnBnCnDnから台形 AnBnCnCn+1を除いた図形は三角形 CnDnCn+1であ
る。辺DnCn+1の長さはAnDn からAnCn+1を引いたものだからDnCn+1 = xn − xn+1と
なる。よって三角形CnDnCn+1の面積は

1

2
xn(xn − xn+1) =

1

2
(x2n − x2n+1)

となる。これらの三角形の合併は

∞∪
n=0

CnDnCn+1 =

(
∞∪
n=0

AnBnCnDn

)
\ PB0C0

と表されるから総面積は

1

2

∞∑
n=0

(x2n − x2n+1) =
1

1− x2
− 1

2

1

1− x
(6)

と計算される。(6)の右辺は

1

(1− x)(1 + x)
− 1

2(1− x)
=

2− (1 + x)

2(1− x)(1 + x)
=

1− x

2(1− x)(1 + x)
=

1

2(1 + x)

に等しく左辺は

1

2

∞∑
n=0

((−1)2nx2n + (−1)2n+1x2n+1) =
1

2

∞∑
n=0

(−1)nxn

に等しい。従って 0 < x < 1に対し

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−x)n

が成立つ。
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次の様な見方も出来る。横軸に [0, 1]区間を考え
0 < x < 1として縦軸に [0, 1/(1− x)]区間を取る。
数列 {xn;n ∈ Z≥0}は狭義単調減少列であるから
横軸で見ると

(0, 1] =
∪

n∈Z≥0

[xn+1, xn]

であり、対応する長方形で見ると

(0, 1]× [0, 1/(1− x)]

=
∪

n∈Z≥0

[xn+1, xn]× [0, 1/(1− x)]

なる等式が従う。対応する長さ及び面積は

1 =
∞∑
n=0

(xn − xn+1)

= lim
m→∞

m∑
n=0

(xn − xn+1)

= lim
m→∞

(1− xm+1)

= 1− lim
m→∞

xm+1 = 1

及び

1

1− x
=

∞∑
n=0

(xn − xn+1) · 1

1− x

=
∞∑
n=0

xn(1− x) · 1

1− x

=
∞∑
n=0

xn

と計算される。
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