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ベクトル空間のテンソル積を基礎としてテンソル空間を定義し、その基本的な性質を纏め
て置こう。ベクトル空間の係数体Kは実数体R又は複素数体Cとする。

１．集合の生成するベクトル空間　

空でない集合 S上の函数で有限な台をもつもの全体をF0(S)と表す：

F0(S) = {f : S → K; �Suppf <∞}

ここに Suppf = {x ∈ S; f(x) �= 0}は f の台とする。各点毎の和とスカラー倍

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(af)(x) = af(x)

によりF0(S)に和とスカラー倍が定義されF0(S)はベクトル空間を成す。各 x ∈ Sに対し

ιx(y) =

{
1, y = x

0, y ∈ S \ {x}

として ιx ∈ F0(S)が定まる。ι(x) = ιxと置くと写像 ι : S → F0(S)が定まり ι(x) = ι(y)⇔
ιx = ιy ⇒ ιx(y) = ιy(y) = 1⇒ x = yより ιは単射となる。各 x ∈ Sに対し evx : F0(S)→ K

が evx(f) = f(x)で定まる。このとき任意の f ∈ F0(S)に対し

f =
∑
x∈S

f(x)ιx =
∑
x∈S

evx(f)ιx

が成立つ。ここに総和は Suppfの有限個の点を除いて零であり、Suppf上では一つの項のみ
零でない値を取る事に注意する。上の等式はF0(S)内の線型変換としての恒等写像の分解

id =
∑
x∈S

evx(·)ιx

を与えていると見做す事が出来る。

命題１　 (F0(S), ι)は次の意味で普遍的 universalである。即ち任意のベクトル空間Xと任意
の写像ϕ : S → Xに対し唯一つの線型写像T : F0(S)→ X が存在しϕはTと ιに分解される：
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ϕ = T ◦ ι

（証明）　ベクトル空間X 及び写像 ϕ : S → X を
与える。f ∈ F0(S)に対し

T (f) =
∑
x∈S

evx(f)ϕ(x) ∈ X

と置く。任意の a, b ∈ K及び f, g ∈ F0(S)に対し

T (af + bf) =
∑
x∈S

evx(af + bg)ϕ(x) =
∑
x∈S

(af(x) + bg(x))ϕ(x)

= a
∑
x∈S

evx(f)ϕ(x) + b
∑
x∈S

evx(g)ϕ(s) = aT (f) + bT (g)

となるから T : F0(S)→ Xは線型写像となる。また任意の x ∈ Sに対し

(T ◦ ι)(x) = T (ιx) =
∑
y∈S

evy(ιx)ϕ(y) =
∑
y∈S

ιx(y)ϕ(y) = ϕ(x)

となるから ϕ = T ◦ ιが従う。もう一つ ϕ = T ′ ◦ ιを満たす線型写像 T ′ : F0(S)→ Xが在っ
たとすると任意の f ∈ F0(S)に対し

T ′(f) = T ′(
∑
x∈S

evx(f)ιx) =
∑
x∈S

evx(f)T
′(ιx)

=
∑
x∈S

evx(f)(T
′ ◦ ι)(x) =

∑
x∈S

evx(f)ϕ(x) = T (f)

となるので T ′ = T が従う。

２．ベクトル空間のテンソル積の定義　

三つのベクトル空間X, Y, Zに対し積ベクトル空間X×Y からZへの写像B : X×Y → Zが
双線型 bilinear であるとは各々の変数に就いて線型である事と定義する。即ち任意の x ∈ X

に対し B(x, ·) : Y 	 y 
→ B(x, y) ∈ Z は線型で、任意の y ∈ Y に対し B(·, y) : X 	 x 
→
B(x, y) ∈ Z は線型である事と定義する。即ち、任意の x ∈ X, 任意の a, a′ ∈ K, 任意の
y, y′ ∈ Y に対し等式

B(x, ay + a′y′) = aB(x, y) + a′B(x, y′)

が成立ち、任意の y ∈ Y , 任意の a, a′ ∈ K, 任意の x, x′ ∈ Xに対し等式

B(ax+ a′x′, y) = aB(x, y) + a′B(x′, y)

が成立つ事と定義する。X × Y から Z への双線型写像全体の集合を L(X, Y ;Z)と表す。
L(X, Y ;Z)は各点毎の和とスカラー倍

(B +B′)(x, y) = B(x, y) + B′(x, y),

(aB)(x, y) = aB(x, y),
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によりベクトル空間を成す。

定理１　X, Y を二つのベクトル空間とする。この時ベクトル空間Z及び ρ ∈ L(X, Y ;Z)に
対し次は同値である。

(1)　任意のベクトル空間Z ′及び任意のB ∈ L(X, Y ;Z ′)に対し
　 唯一つの T ∈ L(Z;Z ′)が存在しB = T ◦ ρが成立つ。

(2)　 (Z, ρ)は次の二つの性質を満たす。

(T1) Zはρの像に因って生成される：Z = Span(Im ρ)

(T2)　任意のベクトル空間Z ′及び任意の
　　 B ∈ L(X, Y ;Z ′)に対しT ∈ L(Z;Z ′)が存在し
　　B = T ◦ ρが成立つ。

（証明）(1)⇒(2)：(T1)を示そう。Z ′ = Span(Im ρ)

と置く。B を ρの値域を制限した ρ′ : X × Y → Z ′

とすれば (1)により唯一つの T ∈ L(Z;Z ′)が存在し
ρ′ = T ◦ ρが成立つ。Z ′からZへの埋め込みを ιとす
ると ρ = ι ◦ ρ′となるので ρ = ι ◦ T ◦ ρが従う。故に ι ◦ T : Z → Zは ρ = (ι ◦ T ) ◦ ρを満た
す線型写像であるが Z上の恒等写像 id : Z → Zもそうであり (1)をB = ρ, Z ′ = Z, T = id

として適用したものが成立つ。従って (1)の一意性により ι ◦ T = idが成立つ。よって ιは全
射となりZ ′ = Zを得る。これが示すべき事であった。

(2)⇒(1)：与えられたB ∈ L(X, Y ;Z ′)に関するB = T ◦ ρなる T ∈ L(Z;Z ′)の一意性を示
せば良い。もう一つのB = T ′ ◦ ρなる T ′ ∈ L(Z;X ′)を取る。(T1)により任意の z ∈ Xに対
し �I <∞及び ci ∈ K, (xi, yi) ∈ X × Y, i ∈ Iが存在し z =

∑
i∈z

ciρ(xi, yi)と表される。この

とき

T (z) = T (
∑
i∈z

ciρ(xi, yi)) =
∑
i∈I

ci(T ◦ ρ)(xi, yi) =
∑
i∈I

ciB(xi, yi)

=
∑
i∈I

ci(T
′ ◦ ρ)(xi, yi) = T ′(

∑
i∈I

ciρ(xi, yi)) = T ′(z)

となるので T = T ′が従う。

定理２　二つのベクトル空間 X, Y に対し定理 1の同値な命題 (1)及び（又は）(2)を満た
すベクトル空間 Z と ρ ∈ L(X, Y ;Z)の組 (Z, ρ)が存在する。この様なベクトル空間 Z ′と
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ρ′ ∈ L(X, Y ;Z ′)の組 (Z ′, ρ′)に対し唯一つの線型同型写像 T ′ : Z → Z ′が存在し ρ′ = T ′ ◦ ρ
を満たす。

（証明）　積ベクトル空間X × Y の生成するベクトル空間F0(X × Y )を導入する：　

F0(X × Y ) = {f : X × Y → K; �Suppf <∞}

双線型写像であれば零を与える組を想定してF0(X×Y )の部分集合M1,M2を次で定義する：

M1 = {ι(ax+a′x′,y) − aι(x,y) − a′ι(x′,y) ∈ F0(X × Y ); x, x′ ∈ X, y ∈ Y, a, a′ ∈ K}

M2 = {ι(x,ay+a′y′) − aι(x,y) − a′ι(x,y′) ∈ F0(X × Y ); x ∈ X, y, y′ ∈ Y, a, a′ ∈ K}
M1 ∪M2の生成するF0(X × Y )の部分空間をM とする：M = Span(M0 ∪M1)

F0(X × Y )をM で割った商ベクトル空間をZとする：Z = F0(X × Y )/M

付随する自然な射影を πと表す：π : F0(X × Y )→ Z

πは線型全射でKer π = M である。そこで ρ = π ◦ ι : X × Y → Zとすると (Z, ρ)が求める
のものである事を示そう。

ρの双線型性：a, a′ ∈ K及び x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y を与える。このとき

ι(ax+a′x′,y) − aι(x,y) − a′ι(x′,y) ∈M1, ι(x,ay+a′y′) − aι(x,y) − a′ι(x,y′) ∈M2

であるから

π
(
ι(ax+a′x′,y) − aι(x,y) − a′ι(x′,y)

)
= 0, π

(
ι(x,ay+a′y′) − aι(x,y) − a′ι(x,y′)

)
= 0

が従う。πの線型性と ρ = π ◦ ιを用いると

ρ(ax+ a′x′, y)− aρ(x, y)− a′ρ(x′, y) = 0, ρ(x, ay + a′y′)− aρ(x, y)− a′ρ(x, y′) = 0

即ち ρの双線型性が従う。

(T1)の検証：任意の ξ ∈ Z = F0(X × Y )/M に対し f ∈ F0(X × Y )が存在し ξ = π(f)と
表される。f は

f =
∑

(x,y)∈X×Y
ev(x,y)(f)ι(x,y)

と表されるから πの線型性より

ξ = π(f) =
∑

(x,y)∈X×Y
ev(x,y)(f)π(ι(x,y))

=
∑

(x,y)∈X×Y
ev(x,y)(f)(π ◦ ι)(x, y) ∈ Span(Im(π ◦ ι))

が従う。即ちZ = Span(Im ρ)が成立つ。
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(T2)の検証：任意のベクトル空間Z ′及び任意のB ∈ L(X, Y ;Z ′)を取る。命題 1より
(F0(X × Y ), ι)の普遍性が従うので唯一つの T ∈ L(F0(X × Y );Z ′)が存在しB = T ◦ ιが成
立つ。このとき f ∈ F0(X × Y )に対し T (f)は

T (f) =
∑

(x,y)∈X×Y
ev(x,y)(f)T (ι(x,y)) =

∑
(x,y)∈X×Y

ev(x,y)(f)B(x, y)

なる表示を持つ。さて f ∈M に対し ai, a
′
i, ci ∈ K; xi, x

′
i ∈ X; yi ∈ Y (i ∈ I)及び

aj, a
′
j, cj ∈ K; xj ∈ X; yj, y

′
j ∈ Y (j ∈ J)が存在し �I, �J <∞,

f =
∑
i∈I

ci(ι(aixi+a′ix
′
i,yi)

− aiι(xi,yi) − a′iι(x′
i,yi)

)

+
∑
j∈I

cj(ι(xj ,ajyj+a′jy
′
j)
− ajι(xj ,yj) − a′jι(xj ,y′j))

なる表示が成立つ。このとき T ◦ ι = BでありBは多重線型であるから

T (f) =
∑
i∈I

ci(B(aixi + a′ix
′
i, yi)− aiB(xi, yi)− a′iB(x′i, yi))

+
∑
i∈I

ci(B(xj, a
′
jyj + a′jy

′
j)− ajB(xj, yj)− a′jB(x′j, y

′
j)) = 0

を得る。即ちM ⊂ Ker T を得る。任意の ξ ∈ Z = F0(X × Y ))/M に対し f ∈ F0(X × Y )

が存在し ξ = π(f)となるので T̃ (ξ) = T (f)と置く。この定義は ξ = π(f)なる f の取り方に
依存しない。実際 ξ = π(f ′)なる f ′ ∈ F0(X × Y )に対し f − f ′ ∈ Ker π = M ⊂ Ker T とな
るので T (f) = T (f ′)が従う。T̃ : Z → Z ′は線型である。実際 a, b ∈ K及び ξ, η ∈ Zに対し
ξ = π(f), η = π(g)なる f, g ∈ F0(X × Y )を取れば aξ + bη = aπ(f) + bπ(g) = π(af + bg)で
あり T̃ (aξ + bη) = T (af + bg) = aT (g) + bT (g) = aT̃ (ξ) + bT̃ (g)となるからである。以上よ
り T̃ ∈ L(Z;Z ′)は T = T̃ ◦ π及びB = T ◦ ι = T̃ ◦ (π ◦ ι) = T̃ ◦ ρ を満たす事が示された。
最後に一意性を示そう。定理 1の (1)を満たすもう一つの組 (Z ′, ρ′)が在ったとする。

ρ ∈ L(X, Y ;Z ′)に対し (1)を適用すれば ρ′ = T ◦ρなる唯一つの T ∈ L(Z;Z ′)の存在が従う。
一方 (Z, ρ)と (Z ′, ρ′)の役割を変換すれば ρ = T̃ ◦ ρ′なる唯一つの T̃ ∈ L(Z ′;Z)の存在が従
う。このとき ρ = T̃ ◦ ρ′ = (T̃ ◦ T ) ◦ ρが成立つ。定理 1の (1)に於いてZ ′ = Z及びB = ρと
すれば T̃ ◦ T も idZ もB = T ◦ ρなる T ∈ L(Z;Z)であるから一意性により T̃ ◦ T = idZ を
得る。同様に ρ′ = T ◦ ρ = (T ◦ T̃ ) ◦ ρ′なる関係に一意性を適用すれば T ◦ T̃ = idZ′を得る。
これより T は同型で T−1 = T̃ である事が従う。

定義　ベクトル空間X, Y に対し定理2で定まるベクトル空間Z及び双線型写像ρ ∈ L(X, Y ;Z)

の組 (Z, ρ)をXと Y とのテンソル積と謂いZ = X⊗Y, ρ(x, y) = x⊗ yと表す。ρ : X×Y →
X ⊗ Y をテンソル積X ⊗ Y の標準写像と謂う。

命題２　X, Y, Zをベクトル空間とする。B ∈ L(X, Y ;Z)に対し T ∈ L(X ⊗ Y ;Z)が唯一つ
存在して B = T ◦ ρを満たす。そこで T = ϕ(B)と置く。このとき ϕ : L(X, Y ;Z) 	 B 
→
ϕ(B) ∈ L(X ⊗ Y ;Z)は線型同型となる。
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（証明）　 a, a′ ∈ K 及び B,B′ ∈ L(X, Y ;Z)を与える。ϕの定義により B = ϕ(B) ◦ ρ及
び B′ = ϕ(B′) ◦ ρが成立つ。従って aB + a′B′ = (aϕ(B) + a′ϕ(B′)) ◦ ρが成立つ。一方
aB + a′B′ = ϕ(aB + a′B′) ◦ ρであり一意性により ϕ(aB + a′B′) = aϕ(B) + a′ϕ(B′)が従い
ϕ ∈ L(L(X, Y ;Z);L(X⊗Y ;Z))を得る。ϕ(B) = 0なるB ∈ L(X;Y ;Z)はB = ϕ(B)◦ρ = 0

を満たすのでϕは単射である。任意の T ∈ L(X ⊗ Y ;Z)に対しB ≡ T ◦ ρと置けば一意性に
より T = ϕ(B)となり T の全射性が従う。

系　 (X ⊗ Y )∗ = L(X ⊗ Y ;K) � L(X, Y ;K)

定理３　ベクトル空間X及び Y の基底を夫々(ei; i ∈ I)及び (fj; j ∈ J)とすると
(ρ(ei, fj); (i, j) ∈ I × J)はX ⊗ Y の基底を成す。Xと Y 共に有限次元ならばX ⊗ Y も有限
次元で dim(X ⊗ Y ) = (dimX)(dimY ) = (�I)(�J)が成立つ。

（証明）　 I及び J の有限部分集合 I ′及び J ′更に I ′ × J ′を添字集合とする (cij)に対し∑
(i,j)∈I′×J ′

cijρ(ei, fj) = 0

が成立っているものとする。各 (k, 	) ∈ I ′ × J ′ に対し Bk� ∈ L(X, Y ;K)が Bk�(x, y) =

e∗k(x)f
∗
� (y), (x, y) ∈ X×Y で定まる。従ってTk� ∈ L(X⊗Y ;K)が唯一つ存在してTk�◦ρ = Bk�

を満たす。Tk�の線型性より

0 = Tk�

⎛
⎝ ∑

(i,j)∈I′×J ′
cijρ(ei, fj)

⎞
⎠ =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijTk�(ρ(ei, fj)) =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijBk�(ei, fj) = ck�

が従う。(k, 	)は任意だったので全ての係数 cijは 0となり (ρ(ei, fj); (i, j) ∈ I × J)の独立性
が従う。
次に任意の ξ ∈ X⊗Y を取る。(T1)により有限個の cλ ∈ K, (xλ, yλ) ∈ X×Y (λ ∈ Λ, �Λ <

∞)が存在し
ξ =

∑
λ∈Λ

cλρ(xλ, yλ)

と表される。各 λ ∈ Λに対し

xλ =
∑
i∈Iλ

aλi ei, yλ =
∑
j∈Iλ

bλj fj (�Iλ, �Jλ <∞)

と表される。このとき

I ′ =
⋃
λ∈Λ

Iλ, J
′ =

⋃
λ∈Λ

Jλ,

xλ =
∑
i∈I′

aλi ei (a
λ
i ≡ 0 ∀i ∈ I ′ \ Iλ), yλ =

∑
j∈J ′

bλj fj (b
λ
j ≡ 0 ∀j ∈ J ′ \ Jλ)
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と表し cij =
∑
λ∈Λ

cλa
λ
i b

λ
j と置くと �I ′, �J ′ <∞であり

ξ =
∑
λ∈Λ

cλρ(xλ, yλ) =
∑
λ∈Λ

∑
i∈I′

∑
j∈J ′

cλa
λ
i b

λ
j ρ(ei, fj) =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijρ(ei, fj)

が成立つ。従って (ρ(ei, fj); (i, j) ∈ I × J)は生成系を成す。

３．テンソル積の同型の構成　

定理４　XとY をベクトル空間とする。夫々の基底を (ei; i ∈ I)及び (fj; j ∈ J)とし、添字集
合 IとJの直積集合 I×Jの生成するベクトル空間をF0(I×J)とする。各 (x, y) ∈ X×Y に対
し �{i ∈ I; e∗i (x) �= 0}及び �{j ∈ J ; f ∗j (y) �= 0}は有限であり、一次結合

∑
(i,j)∈I×J

e∗i (x)f
∗
j (y)ι(x,y)

はF0(I × J)の元となる。付随する写像

B : X × Y 	 (x, y) 
→ B(x, y) =
∑

(i,j)∈I×J
e∗i (x)f

∗
j (y)ι(i,j) ∈ F0(I × J)

は双線型となる。定理 2に拠ってB = T ◦ ρなる T ∈ L(X ⊗ Y ;F0(I × J))が一意的に存在
する。このとき T は全単射となりX ⊗ Y とF0(I × J)との同型を与える。この対応は元毎
には

ξ =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijei ⊗ fj ∈ X ⊗ Y ←→ α =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijι(i,j) ∈ F0(I × J)

で与えられる。ここに I ′及び J ′は夫々I及び J の有限部分集合であり

cij = (T (ξ))(i, j) = ev(i,j)(α)

である。

(証明)　 T が同型である事を示せば充分である。

T の単射性：T (ξ) = 0なる ξ ∈ X ⊗ Y を取る。定理 3により I及び J の有限部分集合 I ′及
び J ′で ξ =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijei ⊗ fjなる表示を得る。T の線型性及びB = T ◦ ρに因り等式

0 = T (ξ) =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijT (ei ⊗ fj) =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijB(ei, fi) =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijι(i,j)

が従うので両辺を任意の (k, 	) ∈ I ′ × J ′に作用させると

0 = (T (ξ))(k, 	) =

⎛
⎝ ∑

(i,j)∈I′×J ′
cijι(i,j)

⎞
⎠ (k, 	) = ck�

を得る。これより ξ = 0となり T の単射性が従う。
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T の全射性：α ∈ F0(I × J)を与える。αは α =
∑

(i,j)∈I×J
ev(i,j)(α)ι(i,j)と表される。そこで

ξ =
∑

(i,j)∈Suppα
ev(i,j)(α)(ei ⊗ fj)と置くと T の線型性とB = T ◦ ρに因り、等式

T (ξ) =
∑

(i,j)∈Suppα
ev(i,j)(α)B(ei, fj) =

∑
(i,j)∈Suppα

ev(i,j)(α)ι(i,j) = α

が成立ち T の全射性が従う。

定理５：Xと Y をベクトル空間とする。各 (x, y) ∈ X × Y に対しΦ(x, y) ∈ L(X∗, Y ∗;K)が
(Φ(x, y))(	,m) = 	(x)m(y), (	,m) ∈ X∗ × Y ∗ により定まる。Φ : X × Y 	 (x, y) 
→
Φ(x, y) ∈ L(X∗, Y ∗;K)は双線型写像となるので定理 2に拠ってΦ = T ◦ ρなる T ∈ L(X ⊗
Y ;L(X∗, Y ∗;K))が一意的に存在する。このとき T は単射となり線型単射による埋め込み
X ⊗ Y ↪→ L(X∗, Y ∗;K)を与える。X と Y 共に有限次元ならば T は全射となり線型同型に
よる同一視X ⊗ Y � L(X∗, Y ∗;K)を与える。この対応は (ei; i ∈ I)及び (fj; j ∈ J)を夫々
X及び Y の基底とすれば元毎には

ξ =
∑

(i,j)∈I×J
cijei ⊗ fj ∈ X ⊗ Y ←→ β =

∑
(i,j)∈I×J

cijΦ(ei, fj)

で与えられる。ここに

cij = (T (ξ))(e∗i , f
∗
j ) = β(e∗i , f

∗
j ) ∈ L(X∗, Y ∗;K)

である。

（証明）　各 (x, y) ∈ X × Y に対するΦ(x, y)の双線型性は

(Φ(x, y))(a	+ a′	′,m) = (a	+ a′	′)(x)m(y)

= (a	(x) + a′	′(x))m(y)

= a	(x)m(y) + a′	′(x)m(y)

= a(Φ(x, y))(	,m) + a′(Φ(x, y))(	′,m),

(Φ(x, y))(	, am+ a′m′) = 	(x)(am+ a′m′)(y)

= 	(x)(am(y) + a′m′(y))

= a	(x)m(y) + a′	(x)m′(y)

= a(Φ(x, y))(	,m) + a′(Φ(x, y))(	,m′)

より従う。Φの双線型性は

(Φ(ax+ a′x′, y))(	,m) = 	(ax+ a′x′)m(y)

= (a	(x) + a′	(x′))m(y)

= a(Φ(x, y))(	,m) + a′(Φ(x′, y))(	,m)

= (aΦ(x, y) + a′Φ(x′, y))(	,m),
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(Φ(x, ay + a′y′))(	,m) = 	(x)m(ay + a′y′)

= 	(x)(am(y) + a′m(y′))

= a(Φ(x, y))(	,m) + a′(Φ(x, y′))(	,m)

= (aΦ(x, y) + a′Φ(x, y′))(	,m)

より従う。

T の単射性：T (ξ) = 0なる ξ ∈ X ⊗ Y を取る。定理 3によりX ⊗ Y の基底
(ρ(ei, fj); (i, j) ∈ I × J)を取り I及び J の有限部分集合 I ′及び J ′で ξ =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijρ(ei, fj)

と表しておく。このとき T の線型性と T ◦ ρ = Φにより 0 = T (ξ) =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijΦ(ei, fj)が従

う。これを (e∗k, f
∗
� ) ∈ X∗ × Y ∗に作用させ ck� = 0を得る。(k, 	) ∈ I ′ × J ′は任意故 ξ = 0を

得る。

T の全射性：dimX, dimY <∞の場合に T の全射性を示そう。任意に β ∈ L(X∗, Y ∗;K)を
与える。(	,m) ∈ X∗ × Y ∗を 	 =

∑
i∈I

	(ei)e
∗
i ,m =

∑
j∈J

m(fj)f
∗
j と表しておくと βの双線型性

より

β(	,m) = β(
∑
i∈I

	(ei)e
∗
i ,
∑
j∈J

m(fj)f
∗
j )

=
∑
i∈I

∑
j∈J

	(ei)m(fj)β(e
∗
i , f

∗
j )

=
∑
i∈I

∑
j∈J

(Φ(ei, fj))(	,m)β(e∗i , f
∗
j )

= (
∑
i∈I

∑
j∈J

β(e∗i , f
∗
j )Φ(ei, fj))(	,m)

となるから βは
β =

∑
(i,j)∈I×J

β(e∗i , f
∗
j )Φ(ei, fj)

と表される。そこで
ξ =

∑
(i,j)∈I×J

β(e∗i , f
∗
j )ρ(ei, fj)

と置けば ξ ∈ X ⊗ Y が定まり T (ξ) = βが成立つ。

定理６　X と Y をベクトル空間とし、夫々の基底を (ei; i ∈ I)及び (fj; j ∈ J)とする。各
(x, y) ∈ X × Y に対しΦ(x, y) ∈ L(X∗;Y )が (Φ(x, y))(	) = 	(x)y, 	 ∈ X∗で定まる。このと
きΦ : X × Y 	 (x, y) 
→ Φ(x, y) ∈ L(X∗;Y )は双線型となる。定理 2に拠ってΦ = T ◦ ρな
る T ∈ L(X ⊗ Y ;L(X∗;Y ))が一意的に存在する。このとき T は単射となり線型単射による
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埋め込みX ⊗ Y ↪→ L(X∗;Y )を与える。Xが有限次元ならば T は全射となり線型同型によ
る同一視X ⊗ Y � L(X∗;Y )を与える。この対応は元毎には

ξ =
∑

(i,j)∈I×J ′
cijei ⊗ fj ∈ X ⊗ Y ←→ α =

∑
(i,j)∈I×J ′

cijΦ(ei, fj) ∈ L(X∗;Y )

で与えられる。ここに J ′は J の有限部分集合であり

cij = f ∗j ((T (ξ))(e
∗
i )) = f ∗j (α(e

∗
i ))

である。

（証明） T の単射性：T (ξ) = 0なる ξ ∈ X ⊗ Y を取る。定理 3により I 及び J の有限部分
集合 I ′及び J ′で ξ =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijei ⊗ fj なる表示を得る。T の線型性及び Φ = T ◦ ρを用

いて 0 = T (ξ) =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijT (ei ⊗ fj) =

∑
(i,j)∈I′×J ′

cijΦ(ei, fj)を得る。任意の k ∈ I ′に対し

この両辺を e∗k に作用させると (Φ(ei, fj))(e
∗
k) = e∗k(ei)fj = δikfj より

∑
j∈J ′

ckjfj = 0が従う。

(fj; j ∈ J)は Y の基底故任意の j ∈ J ′に対し ckj = 0が従う。これより ξ = 0を得る。

T の全射性：dimX <∞の場合に T の全射性を示そう。α ∈ L(X∗;Y )を与える。�I <∞よ
り ξ ≡

∑
i∈I

ei ⊗ α(e∗i ) ∈ X ⊗ Y が定まり任意の 	 ∈ X∗は 	 =
∑
i∈I

	(ei)e
∗
i なる表示を持つ。こ

のとき T の線型性より T (ξ) =
∑
i∈I

T (ei ⊗ α(e∗i ))が従い

(T (ξ))(	) =

(∑
i∈I

T (ei ⊗ α(e∗i ))

)
(	) =

∑
i∈I

(T (ei ⊗ α(e∗i ))) (	)

=
∑
i∈I

(Φ(ei, α(e
∗
i )))(	) =

∑
i∈I

	(ei)α(e
∗
i )

=
∑
i∈I

α(	(ei)e
∗
i ) = α

(∑
i∈I

	(ei)e
∗
i

)
= α(	)

より T (ξ) = αを得る。

定理の最後の等式を示そう。
ξ =

∑
(i,j)∈I×J ′

cijei ⊗ fj

に対し
T (ξ) =

∑
(i,j)∈I×J ′

cijT (ei ⊗ fj) =
∑

(i,j)∈I×J ′
cijΦ(ei, fj)

であるから
(T (ξ))(e∗k) =

∑
j∈J ′

ckjfj
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を得る。これより f ∗� ((T (ξ))(e
∗
k)) = ck�が従う。また

α =
∑

(i,j)∈I×J ′
cijΦ(ei, fj)

に対し
α(e∗k) =

∑
(i,j)∈I×J ′

cij(Φ(ei, fj))(e
∗
k) =

∑
j∈J ′

ckjfj

となり f ∗� (α(e
∗
k)) = ck�が従う。

定理７　X と Y をベクトル空間とし、夫々の基底を (ei; i ∈ I)及び (fj; j ∈ J)とする。各
(	, y) ∈ X∗ × Y に対しΦ(	, y) ∈ L(X;Y )が (Φ(	, y))(x) = 	(x)y, x ∈ Xで定まる。このとき
Φ : X∗ × Y 	 (	, y) 
→ Φ(	, y) ∈ L(X;Y )は双線型となる。定理 2に拠って Φ = T ◦ ρなる
T ∈ L(X∗ ⊗ Y ;L(X;Y ))が一意的に存在する。このとき T は単射となり線型単射による埋
め込みX∗ ⊗ Y ↪→ L(X;Y )を与える。Xが有限次元ならば T は全射となり線型同型による
同一視X∗ ⊗ Y � L(X;Y )を与える。この対応は元毎には

ξ =
∑

(i,j)∈I×J ′
cije

∗
i ⊗ fj ∈ X∗ ⊗ Y ←→ α =

∑
(i,j)∈I×J ′

cijΦ(e
∗
i , fj) ∈ L(X;Y )

で与えられる。ここに J ′は J の有限部分集合であり

cij = f ∗j ((T (ξ))(ej)) = f ∗j (α(ei))

である。

（証明）T の単射性：　 T (ξ) = 0なる ξ ∈ X∗ ⊗ Y を取る。定理 3により I及び J の有限部
分集合 I ′及び J ′で

ξ =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cije

∗
i ⊗ fj

なる表示を得る。T の線型性及びΦ = T ◦ ρを用いて

0 = T (ξ) =
∑

(i,j)∈I′×J ′
cijΦ(e

∗
i , fj)

を得る。任意のk ∈ I ′に対してこの両辺をekに作用させると (Φ(e∗i , fj))(ek) = e∗i (ek)fj = δikfj
より ∑

j∈J ′
ckjfj = 0

が従う。(fi; j ∈ J)は Y の基底故任意の j ∈ J ′に対し ckj = 0が従う。これより ξ = 0を
得る。　

T の全射性：　 dimX <∞の場合に T の全射性を示そう。α ∈ L(X;Y )を与える。�I <∞
より

ξ =
∑
i∈I

e∗i ⊗ α(ei) ∈ X∗ ⊗ Y
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が定まる。このとき T の線型性及びΦ = T ◦ ρより

T (ξ) =
∑
i∈I

T (e∗i ⊗ α(ei)) =
∑
i∈I

Φ(e∗i , α(ei))

が従い、任意の x ∈ Xに対し

(T (ξ))(x) = (
∑
i∈I

Φ(e∗i , α(ei)))(x) =
∑
i∈I

(Φ(e∗i , α(ei)))(x)

=
∑
i∈I

e∗i (x)α(ei) = α(
∑
i∈I

e∗i (x)ei) = α(x)

となるから T (ξ) = αを得る。
定理の最後の等式を示そう。

ξ =
∑

(i,j)∈I×J ′
cije

∗
i ⊗ fj

に対し

(T (ξ))(ek) = (
∑

(i,j)∈I×J ′
cijT (e

∗
i ,⊗fj))(ek) = (

∑
(i,j)∈I×J ′

ci,j(e
∗
i , fj))(ek)

=
∑

(i,j)∈I×J ′
cijΦ(e

∗
i , fj)(ek) =

∑
(i,j)∈I×J ′

cije
∗
i (ek)fj =

∑
j∈J ′

ckjfj

となるから両辺に f ∗� を作用させ f ∗� ((T (ξ))(ek)) = ck�を得る。また α =
∑

(i,j)∈I×J ′
cijΦ(e

∗
i , fj)

に対し
α(ek) =

∑
(ij)∈I×J ′

cijΦ(e
∗
i , fj))(ek) =

∑
j∈J ′

cijfj

となるから両辺に f ∗� を作用させ f ∗� (α(ek)) = ck�を得る。

４．テンソル積の基本性質　

X, Y を二つのベクトル空間とし (X ⊗ y, ρ)をそのテンソル積とする。各 (x, y) ∈ X × Y に
対し x⊗ y = ρ(x, y)と表したのであった。ρ : X × Y → X ⊗ Y の双線型性は

(ax+ a′x′)⊗ y = a(x⊗ y) + a′(x′ ⊗ y),

x⊗ (ay + a′y′) = a(x⊗ y) + a′(x′ ⊗ y′)

と書き換えられる。

定理８　各 (a, x) ∈ K ×X に対し β(a, x) = axと置くと β ∈ L(K,X;X)が定まる。定理 2

に拠って唯一つの T ∈ L(K ⊗X;X)が存在し β = T ◦ ρを満たす。このとき T は線型同型
となる。
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（証明）　先ず (X, β)の組が (T1)及び (T2)を満たす事を示す。(T1)はX = Im β(1, ·) ⊂
Im β ⊂ X より従う。任意のベクトル空間 Z ′及び任意の B ∈ L(K,X;Z ′)に対し T (x) =

B(1, x), x ∈ X と定義するとB(a, x) = B(1, ax) = T (ax) = T (β(a, x)) = (T ◦ β)(a, x)とな
るので (T2)が成立つ。
定理 2の後半に拠って唯一つの線型同型写像 T ′ : K ⊗X → Xが存在し β = T ′ ◦ ρを満た
す事となる。一意性より T = T ′となり T ′は同型であるから T も同型となる。

定理９　各 (x, y) ∈ X × Y に対し β(x, y) = y ⊗ xと置くと β ∈ L(X, Y ;Y ⊗X)が定まる。
定理 2に拠って唯一つの T ∈ L(X ⊗ Y ;Y ⊗X)が存在し β = T ◦ ρを満たす。このとき T は
線型同型となる。

（証明）　各 (x, y) ∈ X × Y に対し α(y, x) = x ⊗ yと置くと α ∈ L(Y,X;X ⊗ Y ) が定ま
る。定理 2に拠って唯一つの S ∈ L(Y ⊗ X;X ⊗ Y )が存在し α = S ◦ ρ̃を満たす。ここに
ρ̃ : Y ×X 	 (y, x) 
→ y ⊗ x ∈ Y ⊗Xは標準写像とする。
さて

y ⊗ x = β(x, y) = (T ◦ ρ)(x, y) = T (x⊗ y)

x⊗ y = α(y, x) = (S ◦ ρ̃)(y, x) = S(y ⊗ x)

より (S ◦ T )(x⊗ y) = x⊗ y, (T ◦ S)(y ⊗ x) = y ⊗ xが従う。T と Sの線型性と Span Imρ =

X ⊗ Y, Span ρ̃ = Y ⊗X より S ◦ T = idX⊗Y 及び T ◦ S = idY⊗X が従う。故に T は同型で
ある。

定理１０　 X, Y, Z を三つのベクトル空間とする。各 z ∈ Z に対し Lz(y) = y ⊗ z, y ∈ Y

と置くと Lz ∈ L(Y ;Y ⊗ Z)が定まり Bz(x, y) = x ⊗ Lz(y), (x, y) ∈ X × Y と置くと Bz ∈
L(X, Y ;X⊗(Y ⊗Z))が定まる。定理2に拠って唯一つのTz ∈ L(X⊗Y ;X⊗(Y ⊗Z))が存在し
Bz = Tz ◦ρを満たす。ここに ρ : X×Y → X⊗Y は標準写像とする。各 (ξ, z) ∈ (X⊗Y )×Z

に対し B(ξ, z) = Tz(ξ)と置くと B ∈ L((X ⊗ Y ), Z;X ⊗ (Y ⊗ X))が定まる。定理 2に
拠って唯一つの T ∈ L((X ⊗ Y ) ⊗ Z;X ⊗ (Y ⊗ Z))が存在しB = T ◦ ρ̃を満たす。ここに
ρ̃ : (X ⊗ Y ) × Z → (X ⊗ Y ) ⊗ Z は標準写像とする。このとき T は線型同型となり任意の
(x, y, z) ∈ X × Y × Zに対し T ((x⊗ y)⊗ z) = x⊗ (y ⊗ z)を満たす。

（証明）　先ずBの双線型性を示そう。任意の a, a′ ∈ K; ξ, ξ′ ∈ X ⊗ Y ; z, z′ ∈ Zに対し

B(aξ + a′ξ′, z) = Tz(aξ + a′ξ′) = aTz(ξ) + a′Tz(ξ
′) = aB(ξ, z) + a′B(ξ′, z),　

B(ξ, az + a′z′) = Taz+a′z′(ξ) = aTz(ξ) + a′Tz′(ξ) = a′B(ξ, z′) + a′B(ξ, z′)

が成立つ事を示せば良い。第一式は Tzの線型性から直ちに従う。第二式は一連の等式
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Taz+a′z′(ξ) = Taz+a′z′

(∑
i,j

cijxi ⊗ yj

)
=

∑
i,j

cijTaz+a′z′(xi ⊗ yj)

=
∑
i,j

cijBaz+a′z′(xi, yj) =
∑
i,j

cijxi ⊗ Laz+a′z′(yj)

=
∑
i,j

cijxi ⊗ (yj ⊗ (az + a′z′)) =
∑
i,j

cijxi ⊗ (a(yj ⊗ z) + a′(yj ⊗ z′))

=
∑
i,j

cij(a(xi ⊗ (yj ⊗ z)) + a′(xi ⊗ (yj ⊗ z′)))

= a
∑
i,j

cij(xi ⊗ (yj ⊗ z)) + a′
∑
i,j

cij(xi ⊗ (yj ⊗ z′))

= a
∑
i,j

cijxi ⊗ Lz(yj) + a′
∑
i,j

cijxi ⊗ Lz′(yj)

= a
∑
i,j

cijBz(xi, yj) + a′
∑
i,j

cijBz′(xi, yj)

= a
∑
i,j

cijTz(xi ⊗ yj) + a′
∑
i,j

cijTz′(xi ⊗ yj) = aTz(ξ) + a′Tz′(ξ)

より従う。さて任意の (x, y, z) ∈ X × Y × Zに対し

T ((x⊗ y)⊗ z)⊗ z) = (T ◦ ρ̃)(x⊗ y, z) = B(x⊗ y, z) = Tz(x⊗ y) = (Tz ◦ ρ)(x, y)
= Bz(x, y) = x⊗ Lz(y) = x⊗ (y ⊗ z)

が成立つ。
各 x ∈ X に対し L′x(y) = x ⊗ y, y ∈ Y と置くと L′x ∈ L(Y ;X ⊗ Y )が定まり B′x(y, z) =

L′x(y)⊗ z, (y, z) ∈ Y ×Zと置くとB′x ∈ L(Y, Z; (X⊗Y )⊗Z)が定まる。定理 2に拠って唯一
つのSx ∈ L(Y ⊗Z; (X⊗Y )⊗Z)が存在しB′x = Sx ◦ρ′を満たす。ここに ρ′ : Y ×Z → Y ⊗Z

は標準写像とする。各 (x, η) ∈ X × (Y ⊗ Z)に対しB′(x, η) = Sx(η)と置くと
B′ ∈ L(X, Y ⊗ Z;X ⊗ (Y ⊗ Z))が定まる。定理 2に拠って唯一つの
S ∈ L(X⊗ (Y ⊗Z);X⊗ (Y ⊗Z))が存在しB′ = S ◦ ρ̃′を満たす。ここに ρ̃′ : X× (Y ⊗Z)→
X ⊗ (Y ⊗ Z)は標準写像とする。さて任意の (x, y, z) ∈ X × Y × Zに対し

S(x⊗ (y ⊗ z)) =(S ◦ ρ̃′)(x, y ⊗ z) = B′(x, y ⊗ z) = Sx(y ⊗ z) = (Sx ◦ ρ̃′)(y, z)
= B′x(y, z) = L′x(y)⊗ z = (x⊗ y)⊗ z

が成立つ。
(S ◦ T )((x⊗ y)⊗ z) = S(x⊗ (y ⊗ z)) = (x⊗ y)⊗ z

従って
(T ◦ S)(x⊗ (y ⊗ z)) = T ((x⊗ y)⊗ z) = x⊗ (y ⊗ z)

を得る。T 及び Sは線型で生成系 Im ρ̃及び Im ρ̃′上で S ◦ T 及び T ◦ Sは恒等写像となるの
で S ◦ T = id(X⊗Y )⊗Z 及び T ◦ S = idX⊗(Y⊗Z)が成立つ。従って T は線型同型となる。
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５．多重線型写像とテンソル積　

ベクトル空間X1, · · · , Xn;Y に対し積ベクトル空間
n∏

j=1

Xj = X1 × · · · × xnから Y への写像

L : X1× · · · ×Xn → Y が多重線型 multilinear であるとは各々の変数に就いて線型である事
と定義する。即ち 1 ≤ j ≤ nなる任意の jに対し等式

L(x1, · · · , axj + a′x′j, · · · , xn) = aL(x1, · · · , xj, · · · , xn) + a′L(x1, · · · , x′j, · · · , xn),

(a, a′ ∈ K, xi ∈ Xi(i �= j), xj, x
′
j ∈ Xj)が成立つ事と定義する。X1 × · · · × Xnから Y への

多重線型写像全体の集合をL(X1, · · · , Xn;Y )と表す。L(X1, · · · , Xn;Y )は各点毎の和とスカ
ラー倍に依りベクトル空間を成す。

定理１１　 X1, · · · , Xn を与えられたベクトル空間とする。このときベクトル空間 Y 及び
ρ ∈ L(X1, · · · , Xn;Y )に対し次は同値である。

(1) 任意のベクトル空間Y ′及び任意のL ∈ L(X1, · · · , Xn;Y
′)に対し唯一つのT ∈ L(Y ;Y ′)

が存在し L = T ◦ ρが成立つ。
(2) (Y, ρ)は次の二つの性質を満たす。

(T1) Y は ρの像に因って生成される：Y = Span(Im ρ)

(T2) 任意のベクトル空間 Y ′及び任意のL ∈ L(X1, · · · , Xn;Y
′)に対しT ∈ L(Y ;Y ′)が

　　 存在し L = T ◦ ρが成立つ。

（証明）　定理 1の証明と同様である。

定理１２　与えられたベクトル空間X1, · · · , Xnに
対し定理 11の同値な命題 (1)及び（又は）(2)を満
たすベクトル空間 Y と ρ ∈ L(X1, · · · , Xn;Y )の組
(Y, ρ)が存在する。この様なベクトル空間 Y ′及び
ρ′ ∈ L(X1, · · · , Xn;Y

′)の組 (Y ′, ρ′)に対し唯一つ
の線型同型写像 T ′;Y → Y ′が存在し ρ′ = T ◦ ρを
満たす。

（証明）　積ベクトル空間X ≡
n∏

j=1

Xjの生成するベクトル空間をF0(X)とする：

F0(X) = {f : X → K; �Suppf <∞}
多重線型写像であれば零を与える組を想定してF0(X)の部分集合Mj(a ≤ j ≤ n)を次で定
義する：

Mj = {ι(x1,··· , axj+a′x′
j ,··· ,xn)−aι(x1,··· , xj ,··· ,xn) − a′ι(x1,··· , x′

j ,··· ,xn) ∈ F0(X);

a, a′ ∈ K, xi ∈ Xi(i �= f), xj, x
′
j ∈ Xj}
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そこでM = Span(
n⋃

j=1

Mj)と置きF0(X)をM で割った商ベクトル空間を Y = F0(X)/M

とし付随する自然な射影を π : F0(X) → Y と表す。πは線型全射で Ker π = M である。
ρ ≡ π ◦ ι : X → Y とした組 (Y, ρ)が求めるものである事を示そう。

ρの多重線型性：　等式

ρ(x1, · · · , axj + a′x′j, · · · , xn) = aρ(x1, · · · , xj, · · · , xn) + a′ρ(x1, · · · , x′j, · · · , xn)

を示そう。
ι(x1, ··· , axj+a′x′

j ,··· ,xn) − aι(x1, ··· , xj ,··· ,xn) − a′ι(x1,··· ,x′
j ,··· ,xn) ∈Mj

であるから

π(ι(x1, ··· ,axj+a′x′
j ,··· ,xn) − aι(x1,··· ,xj ,··· ,xn) − a′ι(x1,··· ,x′

j ,··· ,xn)) = 0

が従う。πの線型性と ρ = π ◦ ιより

ρ(x1, · · · , axj + a′x′j, · · · , xn)− aρ(x1, · · · , xj, · · · , xn)− a′ρ(x1, · · · , x′j, · · · , xn) = 0

を得る。これが示すべきものであった。

（T1)の検証：　任意の ξ ∈ Y = F0(X)/M に対し f ∈ F0(X)が存在し ξ = π(f)と表され
る。f は

f =
∑
x∈X

evx(f)ιx

と表されるから πの線型性より

ξ = π(f) =
∑
x∈X

evx(f)π(ιx) =
∑
x∈X

evx(f)(π ◦ ι)(x) =
∑
x∈X

evx(f)ρ(x)

となり ξ ∈ Span(Im ρ)が従う。即ち Y = Span(Im ρ)が成立つ。

（T2)の検証：　任意のベクトル空間 Y ′及び任意の L ∈ L(X1, · · · , Xn;Y
′)を取る。命題 1

より唯一つの T ∈ L(F0(X);Y ′)が存在し L = T ◦ ιが成立つ。このとき f ∈ F0(X)に対し
T (f)は

T (f) =
∑
x∈X

evx(f)T (ιx) =
∑
x∈X

evx(f)L(x) =
∑
x∈X

evx(f)L(x1, · · · , xn)

なる表示を持つ。さて f ∈ M に対し aji, a
′
ij, cij ∈ K, xki ∈ Xk(k �= j), xji, x

′
ji ∈ Xj, i ∈

Ij, 1 ≤ j ≤ n,が存在し �Ij <∞,

f =
n∑

j=1

∑
i∈Ij

cij(ι(x1i,··· , ajixji+a′jix
′
ji,···xni)

− ajiι(x1i,··· ,xji,··· ,xni) − a′jiι(x1i,··· , x′
ji,··· ,xni))
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なる表示が成立つ。このとき T ◦ ι = Lであり Lは多重線型であるから

T (f) =
n∑

j=1

∑
i∈Ij

cij(L(x1i, · · · , ajixji + a′jix
′
ji, · · · xni)

− ajiL(x1i, · · · , xji, · · · , xni)− a′jiL(x1i, · · · , x′ji, · · · , xni)) = 0

を得る。即ちM ⊂ Ker T を得る。任意の ξ ∈ Y = F0(X)/M に対し f ∈ F0(X)が存在し
ξ = π(f)となるので T̃ (ξ) = T (f)と置く。T̃ は ξ = π(f)なる f の取り方に依らず定まり
T̃ : Y → Y ′は線型となる。更に T = T̃ ◦ π及び L = T ◦ ι = T̃ ◦ (π ◦ ι) = T̃ ◦ ρ が従う。
(Y, ρ)の同型を除く一意性の証明は定理 2の証明の最後の部分と同様である。

定理１３　X, Y, Zを三つのベクトル空間とする。

(1) 各 (x, y, z) ∈ X × Y × Zに対し L(x, y, z) = (x⊗ y)⊗ zと置くと

L : X × Y × Z 	 (x, y, z) 
→ (x⊗ y)⊗ z ∈ (X ⊗ Y )⊗ Z

は三重線型となる。定理 12に拠って唯一つの T ∈ L(X ⊗ Y ⊗Z; (X ⊗ Y )⊗Z)が存在
しL = T ◦ ρを満たす。ここに ρ : X × Y × Z → X ⊗ Y ⊗ Zは標準写像とする。この
とき T は同型であり任意の (x, y, z) ∈ X × Y × Zに対し (x⊗ y ⊗ z) = (x⊗ y)⊗ zを
満たす。

(2) 各 (x, y, z) ∈ X × Y × Zに対し L′(x, y, z) = x⊗ (y ⊗ z)と置くと

L′ : X × Y × Z 	 (x, y, z) 
→ x⊗ (y ⊗ z) ∈ X ⊗ (Y ⊗ Z)

は三重線型となる。定理 12に拠って唯一つの T ′ ∈ L(X ⊗ Y ⊗ Z;X ⊗ (Y ⊗ Z))が存
在し L′ = T ′ ◦ ρを満たす。このとき T ′は同型であり任意の (x, y, z) ∈ X × Y × Zに
対し T ′(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ (y ⊗ z)を満たす。

（証明）　各 z ∈ Zに対しBz(x, y) = x⊗y⊗z, (x, y) ∈ X×Y と置くとBz : X×Y 	 (x, y) 
→
Bz(x, y) ∈ X⊗Y ⊗Zは双線型となるので定理 2に拠って唯一つのSz ∈ L(X⊗Y ;X⊗Y ⊗Z)

が存在してBz = Sz ◦ ρ′を満たす。ここに ρ′ : X ×Y → X ⊗Y は標準写像とする。このとき

Baz+a′z′(x, y) = x⊗ y ⊗ (az + a′z′) = a(x⊗ y ⊗ z) + a′(x⊗ y ⊗ z′)

= aBz(x, y) + a′Bz′(x, y) = (abz + a′Bz′)(x, y)

より Baz+a′z′ = aBz + a′Bz′ が従うので Saz+a′z′ ◦ ρ′ = (aSz + a′Sz′) ◦ ρ′を得る。X ⊗ Y は
Im ρ′で生成されるので Saz+a′z′ = aSz + aS ′z′を得る。そこで各 (ξ, z) ∈ (X ⊗ Y )×Zに対し
B(ξ, z) = Sz(ξ)と置くとB : (X ⊗ Y )×Z 	 (ξ, z) 
→ B(ξ, z) ∈ X ⊗ Y ⊗Zは双線型となる。
定理 2に拠って唯一つの S ∈ L((X ⊗ Y )⊗ Z;X ⊗ Y ⊗ Z)が存在してB = S ◦ ρ̃を満たす。
ここに ρ̃ : (X ⊗ Y ) × Z → (X ⊗ Y ) ⊗ Zは標準写像とする。任意の (x, y, z) ∈ X × Y × Z

に対し S((x ⊗ y) ⊗ z) = B(x ⊗ y, z) = Sz(x ⊗ y) = Bz(x, y) = x ⊗ y ⊗ z となるので
(S ◦ T )(x ⊗ y ⊗ z) = x ⊗ y ⊗ z, (T ◦ S)((x ⊗ y) ⊗ z) = (x ⊗ y) ⊗ zを得る。S及び T は線
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型で生成系 Im ρ及び Im ρ̃上 S ◦ T 及び T ◦ Sは恒等写像となるので S ◦ T = idX⊗Y⊗Z 及び
T ◦ S = id(X⊗Y )⊗Z が成立つ。これより (1)が従う。(2)の証明も同様である。

６．テンソル空間　

ベクトル空間X 及びその双対空間X∗の幾つかのテンソル積として得られるベクトル空間
をテンソル空間と謂う。テンソル積の結合則と交換則を用いれば、テンソル空間の線型構造
は、線型同型を除いて構成に係るXとX∗の数 (p, q)にのみ依存する。従って p個のX及び
q個のX∗を用いて得られたテンソル空間は全て (p, q)型テンソル空間

T p
q (X) ≡ X ⊗ · · · ⊗X︸ ︷︷ ︸

p 個

⊗X∗ ⊗ · · · ⊗X∗︸ ︷︷ ︸
q 個

なる標準的なテンソル空間に同一視される。ここで T 0
0 (X) = K,T 1

0 (X) = X,T 0
1 (X) = X∗

と約束して置く。T p
q (X)の元を (p, q)型テンソル又は p型反変 q階共変テンソルと謂う。特

に T 0
0 (X), T 1

0 (X), T 0
1 (X)の元を夫々スカラー、反変ベクトル、共変ベクトルと謂う。

有限次元の例 (1)：　定理 7よりX∗ ⊗X � L(X;X)であるのでX内の線型変換は (1,1)型
テンソルと見做される：L(X;X) � T 1

1 (X)

有限次元の例 (2)：　定理 5よりX ⊗X � L(X∗;X∗;K)であるのでX∗上の双線型形式は
(2,0)型テンソル（2階の反変テンソル）と見做される：L(X∗, X∗;K) � T 2

0 (X)

有限次元の例 (3)：　 (X∗)∗ � Xを用いると定理5はX∗⊗X∗ � L(X,X : K)であるのでX上
の双線型形式は (0,2)型テンソル (2階の共変テンソル）と見做される：L(X,X : K) � T 0

2 (X)

有限次元の例 (4)：　上の例を一般化した

T p
q (X) = X ⊗ · · · ⊗X︸ ︷︷ ︸

p 個

⊗X∗ ⊗ · · · ⊗X∗︸ ︷︷ ︸
q 個

� X∗ ⊗ · · · ⊗X∗︸ ︷︷ ︸
q 個

⊗X ⊗ · · · ⊗X︸ ︷︷ ︸
p 個

� X∗ ⊗ · · · ⊗X∗︸ ︷︷ ︸
q 個

⊗ (X∗)∗ ⊗ · · · ⊗ (X∗)∗︸ ︷︷ ︸
p 個

� L (X · · · , X,︸ ︷︷ ︸
q 個

X∗, · · · , X∗︸ ︷︷ ︸
p 個

;K)

を用いるとX × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
q 個

× (X∗)× · · · ×X∗︸ ︷︷ ︸
p 個

上の多重線型形式 ((p+ q)重線型形式）は (p, q)

型テンソルと見做される。
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