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ユークリッド空間R
nを (2πZ)nで割った商空間R

n/(2πZ)nをトーラスと謂いT
nで表し

付随する商写像を ϕ : R
n → T

n = R
n/(2πZ)n で表す。即ち x, y ∈ R

nに対し

ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ x − y ∈ (2πZ)n

となる。ϕ(x)は xを代表元とする同値類であり [x]とも表す事にする。即ち

[x] = {y ∈ R
n; x − y ∈ (2πZ)n}

である。[x], [y] ∈ T
nに対し、その和 [x] + [y]を [x + y]とするとこの値は代表元の取り

方に依らず定まる。実際 [x] = [x′], [y] = [y′]ならば x − x′, y − y′ ∈ (2πZ)nであるから
(x + y) − (x′ + y′) = (x − x′) + (y − y′) ∈ (2πZ)n即ち [x + y] = [x′ + y′]となるからであ
る。この算法の零元は [0]であり [x]の逆元は [−x]で与えられる。以上よりT

nは加法群と
なり ϕ : R

n → T
nは準同型写像となる：

ϕ(x + y) = [x + y] = [x] + [y] = ϕ(x) + ϕ(y)

T
nにR

nから商位相を導入する。具体的には T
nの開集合族を

{U ⊂ T
n; ϕ−1(U) は R

n の開集合 }

と定義する。このときϕ : R
n → T

nは連続となる。この位相はϕを連続とするT
nの位相

のうちで最強のものである。

C
nの単位多重円周

U
n = U × · · · × U︸ ︷︷ ︸

n

= {z ∈ C
n; |z1| = · · · = |zn| = 1}

= {(eiθ1 , · · · , eiθn) ∈ C
n; θ = (θ1, · · · , θn) ∈ R

n}

を考える。U
nはC

nの乗法

z = (z1, · · · , zn), z′ = (z′1, · · · , z′
n) に対して zz′ = (z1z

′
1, · · · , znz′n)

によって可換群を成し、単位元は (1, · · · , 1)である。θ = (θ1, · · · , θn) ∈ R
n に対し

E(θ) = (eiθ1 , · · · , eiθn)
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と置くと R
n から U

n への写像 E : R
n → U

n が定まる。θ, θ′ ∈ R
n に対し E(θ + θ′) =

E(θ)E(θ′)となるのでEは加法群R
nから乗法群U

nへの準同型写像となる。更にKer E =

E−1((1, · · · , 1)) = (2πZ)nであるからE = Ē ◦ϕなる同型写像 Ē : T
n = R

n/(2πZ)n → U
n

が誘導される。C
nからU

nに誘導された相対位相と、R
nから T

nに誘導された商位相の
定義により Ēは連続となる。T

n = R
n/(2πZ)nは R

nのコンパクト集合 [0, 2π]nの連続写
像 ϕ : R

n → T
nの像 ϕ([0, 2π]n) と一致するのでコンパクトである。Ēはコンパクト空間

T
nからハウスドルフ空間U

nへの全単射連続写像故同相写像となる。

実 2次正方行列の成す空間M(2; R)の直積空間M(2; R)n = M(2; R) × · · · × M(2; R)︸ ︷︷ ︸
n

を

考える。M(2; R)nは各成分毎の積

(A1, · · · , An)(A′
1, · · · , A′

n) = (A1A
′
1, · · · , AnA′

n)

により (非可換)半群を成し、GL(2; R)nは (非可換)群を成す。単位元は (I, · · · , I)である。

ここに I =

(
1 0

0 1

)
は 2次単位行列である。z ∈ C

nに対し

T (z) = T (z1, · · · , zn)

= ((Re zj)I + (Im zj)J)1≤j≤n

= ((Re z1)I + (Im z1)J, · · · , (Re zn)I + (Im zn)J), J =

(
0 −1

1 0

)

と置くと T : C
n → M(2; R)nが定まる。z = x + iy, z′ = x′ + iy′ ∈ C

n = R
n + iRnに対し

T (zz′) = T (z1z
′
1, · · · , znz′n)

= ((Re (zjz
′
j))I + (Im (zjz

′
j))J)1≤j≤n

= ((xjx
′
j − yjy

′
j)I + (xjy

′
j + x′

jyj)J)1≤j≤n

=

((
xjx

′
j − yjy

′
j −(xjy

′
j + x′

jyj)

xjy
′
j + x′

jyj xjx
′
j − yjy

′
j

))
1≤j≤n

=

((
xj −yj

yj xj

)(
x′

j −y′
j

y′
j x′

j

))
1≤j≤n

=

((
xj −yj

yj xj

))
1≤j≤n

((
x′

j −y′
j

y′
j x′

j

))
1≤j≤n

= ((Re zj)I + (Im zj)J)1≤j≤n ((Re z′j)I + (Im z′j)J)1≤j≤n

= T (z)T (z′)

となるので T は乗法群C
nからM(2; R)nへの準同型写像である。z ∈ U

nに対しては

det((Re zj)I + (Im zj)J) = (Re zj)
2 + (Im zj)

2 = 1,
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t((Re zj)I + (Im zj)J)((Re zj)I + (Im zj)J)

= ((Re zj)I − (Im zj)J)((Re zj)I + (Im zj)J)

= ((Re zj)
2 + (Im zj)

2)I = I

となるので T (z) ∈ SO(2)nである。ここで等式 J2 = −Iを用いておりSO(2)nは実 2次特
殊直交群

SO(2) = {A ∈ GL(2; R); tAA = I, det A = 1}
の直積空間である。SO(2)nの単位元は (I, · · · , I)である、以下 T をU

nから SO(2)nへの
準同型写像と考える。T は全射である事は次の様にして分かる。簡単の為n = 1の場合に
ついて示そう。

A =

(
a b

c d

)
∈ SO(2)に対し

tAA = I ⇔
(

a c

b d

)(
a b

c d

)
=

(
1 0

0 1

)

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

a2 + c2 = 1

ab + cd = 0

b2 + d2 = 1

であるから最後の第一式よりθ ∈ Rが存在してa = cos θ, c = sin θとなる。第二式に代入す
ると b cos θ+d sin θ = 0となるから sin θ �= 0且つ cos θ �= 0ならば b/ sin θ = −d/ cos θ ≡ �

によって b = � sin θ, d = −� cos θを得る。この表し方は sin θ = 0又は cos θ = 0の場合も
(b, d) = (0,±�)又は (b, d) = (±�, 0)として成立する。そこで b2 + d2 = 1に代入する事に
より �2 = 1を得る。このとき det A = ad − bc = 1 なる条件に a = cos θ, b = � sin θ, c =

sin θ, d = −� cos θ を代入する事により � = −1を得るのでA =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
となる。

即ちA = (cos θ)I + (sin θ)J であるからA = T (eiθ)となる θ ∈ Rの存在が従う。一方

z ∈ Ker T = T−1(I, · · · , I)

⇔ Re z1 = · · · = Re zn = 1, Im z1 = · · · = Im zn = 0

⇔ z = (1, · · · , 1)

となるので T は単射である。よって T : U
n → SO(2)nは同型写像である。Re : C → R

及び Im : C → Rは連続であるから、C
nからU

nに誘導された相対位相とM(2; R)nから
SO(2)nに誘導された相対位相に関し T は連続である。T はコンパクト空間U

nからハウ
スドルフ空間 SO(2)nへの全単射連続写像故同相写像である。
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R
nから SO(2)nへの写像

R : (θ1, · · · , θn) 	→
((

cos θ1 − sin θ1

sin θ1 cos θ1

)
, · · · ,

(
cos θn − sin θn

sin θn cos θn

))

を考える。R = T ◦ EであるからRは連続な準同型全射となる。具体的にはRの定義と
Eと T の準同型性によりRの準同型性

R(θ + θ′) = (T ◦ E)(θ + θ′) = T (E(θ + θ′))

= T (E(θ)E(θ′))

= T (E(θ))T (E(θ′))

= R(θ)R(θ′)

が従う。これより三角函数の一連の加法定理が得られる。(ei(θ+θ′) = eiθeiθ′ からも容易に
得られる。) Ker R = Ker E = (2πZ)nであるから

R = R̄ ◦ ϕ なる同型写像 R̄ : T
n = R

n/(2πZ)n → SO(2)n

が得られる。R̄はコンパクト空間 T
nからハウスドルフ空間 SO(2)n への全単射連続写像

故同相写像である。

さて上に現れた空間及び写像を図式にしておこう。Ē : T
n → U

n, T : U
n → SO(2)n, R̄ :

T
n → SO(2)nは位相群の位相同型写像でありKer E = Ker R = (2πZ)nである。

SO(2)n

R
n

R

��

E ��

ϕ

��

U
n

T

��������������������

R
n/(2πZ)n = T

n

Ē

��������������������

R̄

��
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最後に n = 1の場合に対応する関係式を纏めて置こう。

定義

E(θ) = eiθ R(θ) =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= (T ◦ E)(θ) = T (eiθ)

特別な値

E(0) = 1 R(0) = (T ◦ E)(0) =
(

1 0
0 1

)
= I

E(π
2 ) = i R(π

2 ) = (T ◦ E)(π
2 ) =

(
0 −1
1 0

)
= J

虚数単位
i2 = −1 J2 = −I

オイラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= (cos θ)I + (sin θ)J

E(θ) = (cos θ)E(0) + (sin θ)E(π
2 ) R(θ) = (cos θ)R(0) + (sin θ)R(π

2 )

指数法則

ei(θ+θ′) = eiθeiθ′
(

cos(θ + θ′) − sin(θ + θ′)
sin(θ + θ′) cos(θ + θ′)

)

=
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
cos θ′ − sin θ′

sin θ′ cos θ′

)
E(θ + θ′) = E(θ)E(θ′) R(θ + θ′) = R(θ)R(θ′)

微分法

d
dθ (eiθ) = ieiθ = ei(θ+ π

2
)

d

dθ

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
=

(− sin θ − cos θ
cos θ − sin θ

)

=
(

0 −1
1 0

)(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

E′(θ) = iE(θ) = E(θ + π
2 ) R′(θ) = JR(θ) = R(θ + π

2 )
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