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n次元ユークリッド空間Rnから原点を除いた集合Rn \ {0}及びRnの単位球面 Sn−1 =

{x ∈ Rn; |x| = 1}にRnの位相を誘導する。正の実数全体 (0,∞)にRの位相を誘導する。
Rn \{0}から積空間 (0,∞)×Sn−1への写像ΦをΦ(x) = (|x|, x/|x|)で定義し (0,∞)×Sn−1

から (0,∞)への射影を p1, Sn−1への射影を p2とする。Rn上の函数Rn ∋ x 7→ |x| ∈ Rは
||x|− |y|| ≤ |x−y|より連続であるから p1 ◦Φ : Rn \{0} ∋ x 7→ |x| ∈ (0,∞)も連続となる。
連続函数 (0,∞) ∋ t 7→ 1/t ∈ (0,∞)との合成函数として Rn \ {0} ∋ x 7→ 1/|x| ∈ (0,∞)

も連続となり、スカラー倍R× Rn ∋ (t, x) 7→ tx ∈ Rnの連続性と合せて写像

Rn \ {0} → (0,∞)× (Rn \ {0}) → Rn

∈ ∈ ∈

x 7→ (1/|x|, x) 7→ x/|x|

の連続性が従うので p2 ◦ Φ : Rn \ {0} ∋ x 7→ x/|x| ∈ Sn−1も連続となる。
よってΦ : Rn \ {0} → (0,∞)× Sn−1は連続である。Φの逆写像Φ−1はΦ−1(r, ω) = rωで
与えられ

(0,∞)× Sn−1 ↪→ (0,∞)× Rn → Rn

∈ ∈ ∈

(r, ω) 7→ (r, ω) 7→ rω

の連続性よりΦ−1 : (0,∞)× Sn−1 → Rn \ {0} の連続性が従う。さて次の図式を考える：

Rn \ {0} Φ // (0,∞)× Sn−1
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ここで ιは埋め込み、πjは第 j成分への射影

πj : Rn ∋ x = (x1, · · · , xn) 7→ xj ∈ R

とし、しばしば πjを xjとを混同する。また πj ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ とは

Rn \ {0} ∋ x 7−→ xj/|x| ∈ R
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に外ならない。
Rnに正の向き付けを与える体積要素 ω0を n-形式

ω0 = dπ1 ∧ · · · ∧ dπn

として定め、(n− 1)-形式 σ0を

σ0 =
n∑

j=1

(−1)j−1πj(dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn)

と定める。ここで
j
∨とは j番目を除くと云う意味である。σ0の ιによる引戻しとしてSn−1

に (n− 1)-形式 σが σ = ι∗σ0で定まる。一方 (0,∞)上に 1-形式 drを定める。

命題１　 (0,∞)× Sn−1上に n-形式 dr ∧ σを考えΦで引戻すと

Φ∗(dr ∧ σ) = |x|1−nω0

となる。これより体積要素の極座標表示

Φ∗(rn−1dr ∧ σ) = ω0

が従う。

証明　微分形式の基礎的性質に従って計算を実行する。

dσ0 =
n∑

j=1

(−1)j−1dπj ∧ (dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn)

=
n∑

j=1

dπ1 ∧ · · · ∧ dπn = nω0,

(p1 ◦ Φ)∗dr = d((p1 ◦ Φ)∗r) = d(|x|) =
n∑

j=1

∂j|x|dπj

=
n∑

j=1

xj

|x|
dπj =

n∑
j=1

(πj ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ)dπj,

(p2 ◦ Φ)∗σ = (p2 ◦ Φ)∗ι∗σ0 = (ι ◦ p2 ◦ Φ)∗σ0

=
n∑

j=1

(−1)j−1(ι ◦ p2 ◦ Φ)∗(πj(dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn))

=
n∑

j=1

(−1)j−1((ι ◦ p2 ◦ Φ)∗πj)((ι ◦ p2 ◦ Φ)∗dπ1) ∧
j
∨· · · · · · ∧((ι ◦ p2 ◦ Φ)∗dπn)

=
n∑

j=1

(−1)j−1((πj ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ)d(π1 ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ) ∧
j
∨· · · · · · ∧d(πn ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ)
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最後の右辺は各 x ∈ Rn \ {0}に於て

d

(
xk

|x|

)
=

1

|x|
dxk −

n∑
ℓ=1

xkxℓ

|x|3
dxℓ =

1

|x|

(
dπk −

n∑
ℓ=1

xkxℓ

|x|2
dπℓ

)
となる事により

n∑
j=1

(−1)j−1 xj

|x|n

(
dπ1 −

n∑
k=1

x1xk

|x|2
dπk

)
∧

j
∨· · · · · · ∧

(
dπn −

n∑
k=1

xnxk

|x|2
dπn

)
に等しい。そこでここに現れる各 jに対する (n− 1)-形式を展開する：

(
dπ1 −

n∑
k=1

x1xk

|x|2
dπk

)
∧

j
∨· · · · · · ∧

(
dπn −

n∑
k=1

xnxk

|x|2
dπn

)

= dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn

+
∑
ℓ<j

dπ1 ∧ · · · · · · ∧

(
−

n∑
k=1

xℓxk

|x|2
dπk

)
∧

j
∨· · · · · · ∧dπn

+
∑
ℓ>j

dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧

(
−

n∑
k=1

xℓxk

|x|2
dπk

)
∧ · · · ∧ dπn

= dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn

+
∑
ℓ<j

dπ1 ∧ · · · ∧
(
− x2

ℓ

|x|2
dπℓ −

xℓxj

|x|2
dπj

)
∧

j
∨· · · · · · ∧dπn

+
∑
ℓ>j

dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧

(
−x2

ℓxj

|x|2
dπj −

x2
ℓ

|x|2
dπℓ

)
∧ · · · ∧ dπn

=

(
1−

∑
ℓ̸=j

x2
ℓ

|x|2

)
dπ1 ∧

j
∨· · · · · · ∧dπn

−
∑
ℓ<j

(−1)j−1−ℓxℓxj

|x|2
dπ1 ∧

ℓ
∨· · · · · · ∧dπn

−
∑
ℓ>j

(−1)ℓ−j−1xℓxj

|x|2
dπ1 ∧

ℓ
∨· · · · · · ∧dπn

=
x2
j

|x|2
dπ1 ∧

j
∨· · · · · · ∧dπn +

∑
ℓ ̸=j

(−1)ℓ−j xℓxj

|x|2
dπ1 ∧

ℓ
∨· · · · · · ∧dπn

= (−1)j−1 xj

|x|2
n∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1xℓ(dπ1 ∧
ℓ
∨· · · · · · ∧dπn)

ここで最初の等式では
n∑

k=1

xℓxk

|x|2
dπk(1 ≤ ℓ ≤ n)に関する二次以上の項が消える事を用
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いた。実際 p ̸= qに対し (
n∑

k=1

xpxk

|x|2
dπk

)
∧

(
n∑

ℓ=1

xqxℓ

|x|2
dπℓ

)

=
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

xpxkxqxℓ

|x|4
dπk ∧ dπℓ

=
n∑

ℓ=1

n∑
k=1

xpxℓxqxk

|x|4
dπℓ ∧ dπk

= −
n∑

ℓ=1

n∑
k=1

xpxℓxqxk

|x|4
dπk ∧ dπℓ

= −

(
n∑

k=1

xpxk

|x|2
dπk

)
∧

(
n∑

ℓ=1

xqxℓ

|x|2
dπℓ

)

となるからである。
以上より

(p2 ◦ Φ)∗σ =
n∑

j=1

(−1)j−1 xj

|x|n

(
(−1)j−1 xj

|x|2
n∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1xℓ(dπ1 ∧
ℓ
∨· · · · · · ∧dπn)

)

=
n∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1

(
n∑

j=1

x2
j

|x|n+2

)
xℓ(dπ1 ∧

ℓ
∨· · · · · · ∧dπn)

=
1

|x|n
n∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1xℓ(dπ1 ∧
ℓ
∨· · · · · · ∧dπn)

= |x|−nσ0

を得る。よって

Φ∗(dr ∧ σ)

= (p1 ◦ Φ)∗dr ∧ (p2 ◦ Φ)∗σ

= |x|−n

n∑
j=1

(πj ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ)dπj ∧
n∑

k=1

(−1)k−1πk(dπ1 ∧
k
∨· · · · · · ∧dπn)

= |x|−n

n∑
j=1

(πj ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ)dπj ∧ ((−1)j−1πj(dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn))

= |x|−n

(
n∑

j=1

(πj ◦ ι ◦ p2 ◦ Φ)πj

)
dπ1 ∧ · · · · · · ∧ dπn

= |x|1−nω0

となりΦ∗(rn−1dr ∧ σ) = ω0が従う。
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σの極座標表示を具体的に与える為にRn \ {0}に極座標を導入しよう。x ∈ Rn \ {0}を
x = rω, r = |x|, ω = x/|x| と分解し ω ∈ Rnと見做し座標表示 ω = (ω1, · · · , ωn) ∈ Rnを

考える。
n∑

j=1

ω2
j = 1であるからω1 = cos θ1なる θ1が区間 [0, π]で唯一つ定まる。このとき

n∑
j=2

ω2
j = 1−ω2

1 = 1−(cos θ1)
2 = (sin θ1)

2であるから θ1 ∈ (0, π)ならば
n∑

j=2

(ωj/ sin θ1)
2 = 1

となり ω2/ sin θ1 = cos θ2 なる θ2が区間 [0, π]で唯一つ定まる。よって θ1, θ2 ∈ [0, π]が定
まり ω2 = cos θ2 sin θ1となる。このとき

n∑
j=3

ω2
j =

n∑
j=2

ω2
j − ω2

2 = (sin θ1)
2(1− (cos θ2)

2)

= (sin θ1 sin θ2)
2

となる。

以下同様に θ1, · · · , θn−2 ∈ [0, π]が定まり、2 ≤ j ≤ n − 2に対し ωj = cos θj

j−1∏
k=1

sin θk

となる。ここで θj は θ1, · · · , θj−1 ∈ (0, π)であれば一意的に定まる。また、
n∑

k=j+1

ω2
k =(

j∏
k=1

sin θk

)2

が成立つ。さて j = n − 2の場合を考え θ1, · · · , θn−2 ∈ (0, π)とすると最後

の等式より

(
ωn−1/

n−2∏
k=1

sin θk

)2

+

(
ωn

/n−2∏
k=1

sin θk

)2

= 1 となるので θn−1 ∈ [0, 2π)が唯一

つ定まり ωn−1

/n−2∏
k=1

sin θk = cos θn−1, ωn

/n−2∏
k=1

sin θk = sin θn−1となる。

以上より x ∈ Rn \ {0}に対し r > 0, θ1, · · · , θn−2 ∈ [0, π], θn−1 ∈ [0, 2π)が定まり

x = (x1, · · · , xn) = (rω1, · · · , rωj, · · · , rωn−1, rωn)

=

(
r cos θ1, · · · , r cos θj

j−1∏
k=1

sin θk, · · · , r cos θn−1

n−2∏
k=1

sin θk, r
n−1∏
k=1

sin θk

)

と表される。そこでG : Rn−1 → Sn−1, F : (0,∞)× Rn−1 → Rn \ {0}を

G(θ1, · · · , θn−1) =

(
cos θ1, · · · , cos θj

j−1∏
k=1

sin θk, · · · , cos θn−1

n−2∏
k=1

sin θk,
n−1∏
k=1

sin θk

)
,

F (r, θ1, · · · , θn−1) = rG(θ1, · · · , θn−1)

で定める。このとき次が成立つ。
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命題２　

G∗σ =

(
n−2∏
k=1

(sin θk)
n−k−1

)
dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1,

F ∗ω0 = rn−1dr ∧G∗σ

= rn−1

(
n−2∏
k=1

(sin θk)
n−k−1

)
dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1.

証明　これも基礎的性質に従った計算である。標準的なものは省略する。　

G∗σ = G∗ι∗σ0 = (ι ◦G)∗σ0

=
n∑

j=1

(−1)j−1(πj ◦ ι ◦G)(ι ◦G)∗(dπ1 ∧
j
∨· · · · · · ∧dπn)

=
n∑

j=1

(−1)j−1Gj det

∂(G1,

j
∨· · · · · ·, Gn)

∂(θ1, · · · , θn−1)

 dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1

= det


G1 ∂1G1 · · · ∂n−1G1

G2 ∂1G2 · · · ∂n−1G2

...
...

...

Gn ∂1Gn · · · ∂n−1Gn

 dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1

F ∗ω0 = F ∗Φ∗(rn−1dr ∧ σ)

= (Φ ◦ F )∗(rn−1dr ∧ σ)

= rn−1

(
n−2∏
k=1

(sin θk)
n−k−1

)
dr ∧ dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1

参考文献： H. フランダース，微分形式の理論，岩波書店
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