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　函数空間（一般的には写像空間）の部分集合の相対コンパクト性の特徴付けを与える
アスコリ（Giulio Ascoli, 1843-1896）・アルツェラ（Cesare Arzelà, 1847-1912）の定理は、
コンパクト性の議論に依る存在定理の基礎を成している。ここではバナッハ空間値の写像
族に対するアスコリ・アルツェラの定理を纏めて置こう。

1. 写像族の等有界性と等連続性

定義　位相空間Xからノルム空間 Y への写像の族F は

sup
f∈F

sup
x∈X

||f(x)||Y < ∞

なるとき等有界（同等有界、同程度有界、一様有界）equibounded, uniformly bounded と
謂う。

定義　位相空間Xからノルム空間 Y への写像の族F は一点 x0 ∈ Xに於いて等連続（同
等連続、同程度連続）equicontinuous at x0であるとは任意の ε > 0に対し x0の近傍 V が
存在し

sup
f∈F

sup
x∈V

||f(x)− f(x0)||Y < ε

が成立つ事を謂う。

定義　距離空間 (X, d)からノルム空間 Y への写像の族F がX 上等一様連続（同等一様
連続、同程度一様連続）であるとは

lim
δ↓0

sup
f∈F

ωδ(f) = 0

が成立つ事を謂う。ここに

ωδ(f) = sup{||f(x)− f(y)||Y ;x, y ∈ X, d(x, y) < δ}

は f の δの連続率 δ-modulus of continuity of f とする。

定理１　コンパクト距離空間 (X, d)からノルム空間 Y への写像の族F に対して次は同値
である。
(1) F はX上等一様連続である。
(2) F はXの各点で等連続である。
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(証明) 　 (2)⇒(1)を示せば充分である。任意の ε > 0及び任意の x ∈ Xに対し δε(x) > 0

が存在し、不等式

sup{||f(y)− f(x)||Y ; f ∈ F , d(x, y) < δε(x)} < ε/2

が成立つ。{B(x; δε(x)/2);x ∈ X}はXの開被覆であるからXの有限部分集合 F ⊂ Xが
在って{B(x; δε(x)/2); x ∈ F}はXを覆う。このとき δ ≡ min{δε(x)/2; x ∈ F} > 0が定ま
る。さて d(x, y) < δなる任意の x, y ∈ Xを取る。X =

∪
{B(x; δε(x)/2);x ∈ F}故 z ∈ F

が在って x ∈ B(z; δε(z)/2)となる。このとき d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) < δ + d(x, z) <

δ + δε(z)/2 ≤ δε(z)より

||f(x)− f(y)||Y ≤ ||f(x)− f(z)||Y + ||f(z)− f(y)||Y
< ε/2 + ε/2 = ε

が従う。これは（1）を意味する。

2. 距離空間に於けるコンパクト性

この節ではコンパクト性に就いて簡単に纏めて置こう。

定義　位相空間Xの部分集合KがXでコンパクト compact であるとはKの任意の開被
覆が有限部分被覆を持つ事を謂う。即ちXの開集合の族 {Oi; i ∈ I}がK ⊂

∪
i∈I

Oiを満た

すならば有限部分集合 J ⊂ Iを取ってK ⊂
∪
i∈J

Oiと出来る事を謂う。

註　コンパクト集合の有限個の合併はコンパクトである。コンパクト集合と閉集合との
共通部分集合はコンパクトである。ハウスドルフ空間のコンパクト部分集合は閉集合で
ある。

定義　位相空間X の部分集合K がX で点列コンパクト sequentially compact であると
はKの任意の点列はKの或る点に収束する部分列を持つ事を謂う。即ちKの任意の点列
{xn;n ∈ N}に対し狭義単調増加 ρ : N → N及び a ∈ Kを取って xρ(n) → a(n → ∞)と出
来る事を謂う。

定義　距離空間 X の部分集合K が全有界 totally bounded であるとは任意の ε > 0に
対し有限個の {xj; j ∈ J} ⊂ K を取ってK ⊂

∪
j∈J

BX(xj; ε) と出来る事を謂う。ここに

BX(x; ε) = {y ∈ X; d(x, y) < ε}とする。

次の定理は良く知られている。

定理２　距離空間 (X, d)の部分集合Kに対し次は同値である。
(1) Kはコンパクトである。
(2) Kは点列コンパクトである。
(3) Kは全有界かつ完備である。
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系　完備距離空間の部分集合Kに対し次は同値である。
(1) Kはコンパクトである。
(2) Kは点列コンパクトである。
(3) Kは全有界である。

定義　位相空間Xの部分集合Kが相対コンパクト relatively compact であるとは、その
閉包Kがコンパクトである事を謂う。

定義　位相空間Xの部分集合Kが相対点列コンパクト relatively sequentially compactで
あるとはKの任意の点列はXの或る点に収束する部分列を持つ事を謂う。

定理２と同様に次が成立つ。

定理３　距離空間 (X, d)の部分集合Kに対し次は同値である。
(1) Kは相対コンパクトである。
(2) Kは相対点列コンパクトである。
(3) Kは点列コンパクトである。
(4) Kは全有界でありKは完備である。

系　完備距離空間の部分集合Kに対し次は同値である。
(1) Kは相対コンパクトである。
(2) Kは相対点列コンパクトである。
(3) Kは点列コンパクトである。
(4) Kは全有界である。

3. アスコリ・アルツェラの定理

この節では (X, d)をコンパクト距離空間とし Y をバナッハ空間とする。Xから Y への連
続写像全体の成すベクトル空間C(X;Y )は

||f ||∞ = sup{||f(x)||Y ; x ∈ X}

で定義されるノルムでバナッハ空間となる。この空間 C(X;Y )の相対コンパクト部分集
合の特徴付けを与えるのがアスコリ・アルツェラの定理である。

定理４　バナッハ空間C(X;Y )の部分集合F に対し次は同値である。
(1) F は相対コンパクトである。
(2) F は相対点列コンパクトである。
(3) F は全有界である。
(4) F はX上等一様連続であり任意の x ∈ Xに対し

F (x) ≡ {f(x) ∈ Y ; f ∈ F}

　 は Y で相対コンパクトである。
(5) 任意の x ∈ Xに対しF は xで等連続でありF (x)は Y で相対コンパクトである。
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（証明）　 C(X;Y )は完備距離空間であるから定理３の系より (1) ⇔ (2) ⇔ (3)が従い、
定理１より (4) ⇔ (5)が従う。故に (3) ⇔ (4)を示せば充分である。

(3) ⇒ (4) 　F は全有界であるから任意の ε > 0に対し有限個の f1, · · · , fn ∈ F が存在
しF ⊂

∪
1≤j≤n

B(fj; ε/3)と出来る。ここに

B(fj; ε/3) = {f ∈ C(X;Y ); ||f − fj||∞ < ε/3}

とする。任意に x ∈ Xを取る。任意の f ∈ F に対し jが在って ||f − fj||∞ < ε/3となる。
従って ||f(x)− fj(x)||Y < ε/3即ち

f(x) ∈ BY (fj(x); ε/3) ≡ {y ∈ Y ; ||y − fj(x)||Y < ε/3}

が従う。以上より

F (x) = {f(x) ∈ Y ; f ∈ F} ⊂
∪

1≤j≤n

BY (fj(x); ε/3)

が従う。これはF (x)は完備距離空間 Y で全有界即ち相対コンパクトである事を意味す
る。次に ε > 0, f1, · · · , fn ∈ F を上と同様に取る。各 fjはコンパクト距離空間上連続で
あるから一様連続である。従って δj > 0が存在し d(x, y) < δj なる任意の x, y ∈ X に対
し ||fj(x) − fj(y)||Y < ε/3 が成立つ。そこで δ = min

1≤j≤n
δj と置く。任意の f ∈ F に対し

f ∈ B(fj; ε/3)なる jを取る。このとき d(x, y) < δなる任意の x, y ∈ Xに対し

||f(x)− f(y)||Y ≤ ||f(x)− fj(x)||Y + ||fj(x)− fj(y)||Y + ||fj(y)− f(y)||Y
≤ 2 sup

z∈X
||f(z)− fj(z)||Y + ||fj(x)− fj(y)||Y < ε

が成立つ。これはF が等連続である事を意味する。

(4) ⇒ (3) : 任意の ε > 0に対し δ > 0が在って sup
f∈F

ωδ(f) < ε/4が成立つ。x ∈ Xに対

しBX(x; δ) = {y ∈ X; d(x, y) < δ}と置くと {BX(x; δ); x ∈ X}はXの開被覆故有限部分
被覆 {BX(xi; δ); 1 ≤ i ≤ m}を持つ。仮定よりK ≡

∪
1≤i≤m

F (xi)は相対コンパクト故有限

個の {yj; 1 ≤ j ≤ n} ⊂ Y が在ってK ⊂
∪

1≤j≤n

BY (yj; ε/4)が成立つ。さて任意の f ∈ F

と任意の i ∈ {1, · · · ,m}に対し f(xi) ∈ K故 f(xi) ∈ BY (yj; ε/4)なる jを一つ取る事が出
来る。こうして任意の f ∈ F に対し σ : {1, · · · ,m} → {1, · · · , n} が存在し

f(xi) ∈ BY (yσ(i); ε/4) ∀i ∈ {1, · · · ,m}

とする事が出来る。{1, · · · ,m}から {1, · · · , n}への写像全体の成す（有限）集合をSm,n

と表し σ ∈ Sm,nに対し

Fσ = {f ∈ F ; f(xi) ∈ BY (yσ(i); ε/4) ∀i ∈ {1, · · · ,m}}

と定めると
F =

∪
σ∈Sm,n

Fσ
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が成立つ。そこで diamFσ < εである事を示せば充分である。
f, g ∈ Fσと x ∈ Xを任意に与える。x ∈ BX(xi; δ)なる iを一つ取れば

||f(x)− g(x)||Y
≤ ||f(x)− f(xj)||Y + ||f(xi)− yσ(i)||Y + ||yσ(i) − g(xi)||Y + ||g(xi)− g(x)||Y
< ωδ(f) + ε/2 + ωδ(g) < ε

となるので
diam Fσ = sup

f,g∈Fσ

sup
x∈X

||f(x)− g(x)||Y < ε

が従う。これが示すべき事であった。

4. フレッシェ・コルモゴロフの定理

この節では、バナッハ空間Xに値を取る開集合Ω ⊂ Rn上のp乗可積分函数全体の成すバナ
ッハ空間Lp(Ω;X)に於ける相対コンパクト集合の特徴付けを与えよう。函数 f : Ω → Xの
h ∈ Rnに依る並進τhfが集合Ω+h ≡ {x+h ∈ Rn; x ∈ Ω}上 (τhf)(x) = f(x−h), x ∈ Ω+h

と置いて τhf : Ω + h → Xとして定義される。開集合Ω0 ⊂ Rnに対し

Ω0 ⋐ Ω ⇔
def.

Ω0のRnに於ける閉包Ω0はコンパクトで且つΩ0 ⊂ Ω

と定義する。

定理５　 1 ≤ p < ∞とする。バナッハ空間Lp(Ω;X)の部分集合F はΩ0 ⋐ Ωなる開集合
Ω0に対し次の条件 (i)(ii)を満たすものとする：

(i) 0 < δ0 < dist(Ω0,Rn \ Ω)なる δ0が存在し 0 < δ ≤ δ0なる任意の δ及び任意の x ∈ Ω0

に対し

{
∫
Bn

f(x− δξ)dξ ∈ X; f ∈ F}

はXで相対コンパクトである。ここにBnはRnの単位球Bn = {x ∈ Rn; |x| ≤ 1}である
とする。

(ii) lim
δ↓0

sup
f∈F

sup
|h|≤δ

|| τhf − f ||Lp(Ω0;X) = 0

即ち任意の ε > 0に対し 0 < δ < dist(Ω0,Rn \ Ω)なる δが存在し

sup
f∈F

sup
|h|≤δ

||τhf − f ||Lp(Ω0;X) ≤ ε

が成立する。

このとき
F |Ω0 ≡ {f |Ω0 : Ω0 ∋ x 7→ f(x) ∈ X; f ∈ F}

は Lp(Ω0;X)で相対コンパクトである。
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(証明)　F |Ω0が Lp(Ω0;X)で全有界である事を示そう。f ∈ F 及び 0 < a ≤ δ0なる a

に対し

(Maf)(x) =
1

|Bn|

∫
Bn

f(x− aξ)dξ, x ∈ Ω0

と置く。ここに |Bn|は単位球Bnの n次元体積とする。

Maf ∈ C(Ω0;X)なること：　

x, y ∈ Ω0に対し

||(Maf)(x)− (Maf)(y)||

=
1

|Bn|
||
∫
Bn

(f(x− aξ)− f(y − aξ))dξ||

≤ 1

|Bn|

∫
Bn

||f(x− aξ)− f(y − aξ)||dξ

≤ 1

|Bn|
· |Bn|1/p′(

∫
Bn

||f(x− aξ)− f(x− aξ)||pdξ)1/p

=
1

|Bn|1/p
(a−n

∫
aBn

||f(x− η)− f(y − η))||pdη)1/p

≤ 1

(an|Bn|)1/p
· sup
|h|≤|x−y|

||τhf − f ||Lp(Ω0;X)

と評価されるから (ii)よりMaf の連続性が従う。

MaF ≡ {Maf ; f ∈ F}のC(Ω0;X)に於ける相対コンパクト性：

0 < a ≤ δ0なる任意の aに対しMaF は次の条件 (a)(b)を満たすので定理４よりMaF は
C(Ω0;X)で相対コンパクトである。

(a) 任意の x ∈ Ω0に対し

(MaF )(x) ≡ {(Maf)(x) ∈ X; f ∈ F}

はXで相対コンパクトである。

(b) MaF はΩ0上等一様連続である。

実際 (a)は仮定 (i)より従い (b)は前段の評価及び仮定 (ii)より従う。

F |Ω0の Lp(Ω0;X)に於ける相対コンパクト性：

任意の ε > 0に対し有限個の fi ∈ F を取り

F |Ω0 ⊂
∪
i∈I

B(fi; ε),
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B(fi; ε) = {f ∈ Lp(Ω0;X); ||f − fi||Lp(Ω0;X) < ε}

と出来る事を示せば良い。

a > 0, f ∈ F に対し

||(Maf)(x)− f(x)|| = || 1

|Bn|

∫
Bn

(f(x− aξ)− f(x))dξ||

≤ 1

|Bn|

∫
Bn

||(τaξf − f)(x)||dξ

≤ 1

|Bn|
· |Bn|1/p′(

∫
Bn

||(τaξf − f)(x)||pdξ)1/p

となるので

||Maf − f ||Lp(Ω0;X) ≤ (

∫
Ω0

1

|Bn|

∫
Bn

||(τaξf − f)(x)||pdξdx)1/p

= (
1

|Bn|

∫
Bn

∫
Ω0

||(τaξf − f)(x)||pdxdξ)1/p

= (
1

|Bn|

∫
Bn

sup
|h|≤a

∫
Ω0

||(τhf − f)(x)||pdxdξ)1/p

= sup
|h|≤a

||τhf − f ||Lp(Ω0;X)

が従う。これより a0 > 0が存在し

sup
f∈F

||Ma0f − f ||Lp(Ω0;X) < ε/2

となる。

Ma0F のC(Ω0;X)に於ける相対コンパクト性より有限個の fj ∈ F が存在して

Ma0F ⊂
∪
i∈I

B∞(fi; ε/(2|Ω0|1/p)),

B∞(fi; δ) = {f ∈ C(Ω0;X); ||f − fi||L∞(Ω0;X) < δ}

となる。これより
F |Ω0 ⊂

∪
i∈I

B(fi; ε)

が従う。実際、任意の f ∈ F に対し i ∈ Iが在って

||Ma0f − fi||L∞(Ω0;X) < ε/(2|Ω0|1/p)

となるので

||f − fi||Lp(Ω0;X) ≤ ||f −Ma0f ||Lp(Ω0;X) + ||Ma0f − fi||Lp(Ω0;X)

< ε/2 + ||Ma0f − fi||L∞(Ω0;X) · |Ω0|1/p

< ε
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が従うからである。

定理６　 1 ≤ p < ∞とする。バナッハ空間 Lp(Ω;X)の部分集合F に対し次は同値で
ある：
(1) F は Lp(Ω;X)で相対コンパクトである。
(2) F は次の条件 (i)(ii)(iii)を満たす。

　 (i) Ω′ ⋐ Ωなる任意の開集合Ω′に対し

{
∫
Ω′
f ∈ X; f ∈ F}

　はXで相対コンパクトである。

　 (ii) Ω′ ⋐ Ωなる任意の開集合Ω′に対し

lim
δ↓0

sup
f∈F

sup
|h|≤δ

||τhf − f ||Lp(Ω′;X) = 0

　即ち任意の ε > 0に対し 0 < δ < dist(Ω′,Ω \ Ω′)なる δが存在して

sup
f∈F

sup
|h|≤δ

||τhf − f ||Lp(Ω′;X) ≤ ε

　 (iii) 任意の ε > 0に対しΩ′ ⋐ Ωなる開集合Ω′が存在して

sup
f∈F

||f ||Lp(Ω\Ω′;X) ≤ ε

（証明）(1) ⇒(2)：　仮定よりF はLp(Ω;X)の全有界集合であり任意の ε > 0に対して
有限個の fi ∈ F を取り

F ⊂
∪
i∈I

B(fi; ε), B(fi; ε) = {f ∈ Lp(Ω;X); ||f − fi||Lp(Ω;X) < ε}

とする事が出来る。Ω′ ⋐ Ωなる開集合を任意に与える。任意の f ∈ F に対し
||f − fi||Lp(Ω;X) < εなる i ∈ Iを取る。このとき

||
∫
Ω′
f −

∫
Ω′
fi|| = ||

∫
Ω′
(f − fi)|| ≤

∫
Ω′
||f − fi||

≤ |Ω′|1/p′||f − fi||Lp(Ω′;X) < |Ω′|1/p′ε

となるので

{
∫
Ω′
f ∈ X; f ∈ F} ⊂

∪
i∈I

B(ai; |Ω′|1/p′ε),

B(ai; δ) = {x ∈ X; ||x− ai|| < ε}, ai =

∫
Ω′
fi ∈ X
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となり (i)が従う。また 0 < δ < dist(Ω′,Ω \ Ω′)なる δに対し

||τhf − f ||Lp(Ω′;X)

≤ ||τh(f − fi)||Lp(Ω′;X) + ||τhfi − fi||Lp(Ω′;X) + ||fi − f ||Lp(Ω′;X)

≤ 2||f − fi||Lp(Ω;X) + ||τhfi − fi||Lp(Ω′;X)

< 2ε+ ||τhfi − fi||Lp(Ω′;X)

なる評価を得るので各 i ∈ Iに対し 0 < δi < dist(Ω′,Ω \ Ω′)且つ

sup
|h|≤δi

||τhfi − fi||Lp(Ω;X) < ε

なる δiを取り δ0 = min
i∈I

δi > 0と置けば

sup
f∈F

sup
|h|≤δ0

||τhf − f ||Lp(Ω′;X) < 3ε

が従い (ii)を得る。さて任意の i ∈ Iに対しΩi ⋐ Ωなる開集合Ωiを取り

||fi||Lp(Ω\Ωi;X) < ε

とする事が出来るので
Ω′ =

∪
i∈I

Ωi

と置けばΩ′ ⋐ Ωであり上の f ∈ F 及び fi ∈ F に対し不等式

||f ||Lp(Ω\Ω′) ≤ ||f − fi||Lp(Ω;X) + ||fi||Lp(Ω\Ωi) < 2ε

が従い
sup
f∈F

||f ||Lp(Ω\Ω′) < 2ε

を得る。これより (iii)が成立つ。

(2)⇒ (1)： F がLp(Ω;X)の全有界部分集合である事を示そう。任意に ε > 0を与え (iii)

により定まる Ω′ ⋐ Ωを取る。この Ω′を定理５の Ω0とすれば (2)の (i)(ii)の仮定の下で
定理５の条件 (i)(ii)が成立つ。故に定理５よりF |Ω′は Lp(Ω′;X)で相対コンパクトとな
る。従って有限個の fi ∈ F が存在して

F |Ω′ ⊂
∪
i∈I

B(fi; ε),

B(fi; ε) = {f ∈ Lp(Ω′;X); ||f − fi||Lp(Ω′;X) < ε}

が成立つ。さて任意の f ∈ F を与える。i ∈ Iが存在し ||f − fi||Lp(Ω;X) < ε となる。これ
より

||f − fi||pLp(Ω;X) = ||f − fi||pLp(Ω′;X) + ||f − fi||pLp(Ω\Ω′;X)

≤ ||f − fi||pLp(Ω;X) + (||f ||Lp(Ω\Ω′;X) + ||fi||Lp(Ω\Ω′;X))
p

< εp + (2ε)p ≤ (3ε)p
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即ち

F ⊂
∪
i∈I

B(fi; 3ε),

B(fi; δ) = {f ∈ Lp(Ω;X); ||f − fi||Lp(Ω;X) < δ}

が従い (1)を得る。
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