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命題　X を単位元 I を持つ (複素)バナッハ代数で ‖I‖ = 1とする。A ∈ X, t ∈ Rに対

し Un(t) ≡
n∑

k=0

tk

k!
Akと置くと {Un(t)}はX のコーシー列を成す。その極限を exp(tA)と

表す：exp(tA) =
∞∑

n=0

tn

n!
An.

t ∈ Rに対し U(t) = exp(tA)と置く。このとき

(1) ‖U(t)‖ ≤ exp(|t|‖A‖).

(2) {U(t)}t∈Rは群を成す：

U(t + s) = U(t)U(s), t, s ∈ R,

U(0) = I

(3) U : R 3 t 7→ U(t) ∈ XはC∞, dn

dtn
U(t) = AnU(t) = U(t)An.

(4) lim
n→∞

(I +
t

n
A)n = U(t)

収束は tに関してR上広義一様。特に、任意の T > 0, n ≥ 1に対し

sup
|t|≤T

‖
(

I +
t

n
A

)n

− exp(tA)‖ ≤ T 2‖A‖2

2n
exp(T‖A‖).

(証明)　m > nに対し

‖Um(t) − Un(t)‖ = ‖
m∑

k=n+1

tk

k!
Ak‖ ≤

m∑
k=n+1

|t|k

k!
‖A‖k (∗)

となるから {Un(t)}はXのコーシー列となる。その極限をU(t)とする：‖Un(t)−U(t)‖ →
0(n → ∞).よって

‖U(t)‖ = lim
n→∞

‖Un(t)‖ ≤ lim
n→∞

n∑
k=0

|t|k

k!
‖A‖k = exp(|t|‖A‖).

(∗)でm → ∞としてから t ∈ [−T, T ]について上限を取ると

sup
|t|≤T

‖U(t) − Un(t)‖ ≤
∞∑

k=n+1

T k

k!
‖A‖k → 0 (n → ∞).

よってU : R 3 t 7→ U(t) ∈ XはUn ∈ C(R; X)の広義一様収束極限となり、U ∈ C(R; X)

が従う。
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(2)の証明：　 Un(0) = Iより U(0) = I.

Un(t)Un(s) − Un(t + s) =
n∑

i=0

ti

i!
Ai

n∑
j=0

sj

j!
Aj −

n∑
k=0

(t + s)k

k!
Ak

=
n∑

i=0

n∑
j=0

tisj

i!j!
Ai+j −

n∑
k=0

∑
i+j=k

i,j≥0

tisj

i!j!
Ai+j

=
2n∑

k=n+1

∑
i+j=k

0≤i,j≤n

tisj

i!j!
Ai+j

であるから

‖Un(t)Un(s) − Un(t + s)‖

≤
2n∑

k=n+1

∑
i+j=k

0≤i,j≤n

|t|i|s|j

i!j!
‖A‖k ≤

∞∑
k=n+1

(|t| + |s|)k

k!
‖A‖k → 0 (n → ∞)

これを

U(t + s) − U(t)U(s)

= (U(t + s) − Un(t + s)) + (Un(t + s) − Un(t)Un(s))

+(Un(t) − U(t))(Un(s) − U(s))

+(Un(t) − U(t))U(s) + U(t)(Un(s) − U(s))

に用いれば群の性質が従う。

(3)の証明：　

U(t + h) − U(t) − hU(t)A

= U(t)(U(h) − I − hA) = U(t)
∞∑

n=2

hn

n!
An

を用いて ‖U(t + h) − U(t) − hU(t)A‖ ≤ ‖U(t)‖
∞∑

n=2

|h|n

n!
‖A‖n = O(|h|2)

一方 Un(t)A = AUn(t)より U(t)A = AU(t)が従う。これより (3)の n = 1の場合が成
り立つ。n ≥ 2の場合は帰納法による。
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(4)の証明：　(
I +

t

n
A

)n

− exp(tA) =
n∑

k=0

(
n

k

)(
t

n

)k

Ak −
∞∑

k=0

tk

k!
Ak

=
n∑

k=0

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!nk
tkAk −

∞∑
k=0

tk

k!
Ak

=
n∑

k=2

(
k−1∏
j=1

(
1 − j

n

)
− 1

)
tk

k!
Ak −

∞∑
k=n+1

tk

k!
Ak

であるから |t| ≤ T に対し

‖
(

I − t

n
A

)n

− exp(tA)‖

≤
n∑

k=2

(
1 −

k−1∏
j=1

(
1 − j

n

))
T k

k!
‖A‖k +

∞∑
k=n+1

T k

k!
‖A‖k.

不等式 0 < 1 −
k−1∏
j=1

(
1 − j

n

)
≤ k(k − 1)

2n
を用いると右辺第一項は

n∑
k=2

k(k − 1)

2n

T k

k!
‖A‖k =

T 2‖A‖2

2n

n−2∑
j=0

T j

j!
‖A‖j

で押えられる。

右辺第二項は
∞∑

k=n+1

T k

k!
‖A‖k =

∞∑
k=n+1

T 2‖A‖2

k(k − 1)
· T k−2

(k − 2)!
‖A‖k−2

≤ T 2‖A‖2

n(n + 1)

∞∑
j=n−1

T j

j!
‖A‖j

よって n ≥ 1に対し

sup
|t|≤T

∥∥∥∥(
I +

t

n
A

)n

− exp(tA)

∥∥∥∥
≤ T 2‖A‖2

2n

(
n−2∑
j=0

+
∞∑

j=n−1

)
T j

j!
‖A‖j =

T 2‖A‖2

2n
exp(T‖A‖).
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