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必ずしも可分とは限らないヒルベルト空間の完全正規直交系に就いての基本的な性質を纏
め、リースの表現定理を完全正規直交系の枠組から論じてみよう。その為に先ず、順序付け
られていない添字集合上の級数の総和可能性に関する基礎的事項に就いて述べよう。

１．総和可能な級数　

Xを（複素）ノルム空間、Iを集合とし、u = (ui)i∈Iを添字集合Iによって添字付けられたXの
元の族、即ちuは IからXへの写像 (即ちu : I → X)で i ∈ Iに於ける値がui(即ちu(i) = ui)

となるものとする。このとき級数
∑
i∈I

uiが総和可能であるとは S ∈ Xが存在し次の条件が満

たされることと定義する：
任意の ϵ > 0に対し Iの有限部分集合 Jが存在し J ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対して

∥S −
∑
i∈K

ui∥ < ϵ

となる。
級数

∑
i∈I

uiが総和可能であるとき Sをその総和と謂い S =
∑
i∈I

uiと表す。

定理１　（１）（総和の一意性）総和可能な級数に対する総和は一意的に定まる。即ちS, S ′ ∈ X

が存在し

• ∀ϵ > 0 ∃J 有限 ⊂ I : J ⊂ K有限 ⊂ I ⇒ ∥S −
∑
i∈K

ui∥ < ϵ

• ∀ϵ > 0 ∃J ′有限 ⊂ I : J ⊂ K ′有限 ⊂ I ⇒ ∥S ′ −
∑
i∈K′

ui∥ < ϵ

が満たされているとすると S = S ′が成立つ。

（２）（総和の線型性）共通の添字集合 I を持つ二つの総和可能な級数
∑
i∈I

ui と
∑
i∈I

vi 及び

λ, µ ∈ Cに対し、級数
∑
i∈I

(λui + µvi)は総和可能であり、その総和は λ
∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

viに等

しい： ∑
i∈I

(λui + µvi) = λ
∑
i∈I

ui + µ
∑
i∈I

vi
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（３）（添字集合に関する総和の加法性）添字集合 Iの分割 I = I ′ ∪ I ′′, I ′ ∩ I ′′ = ∅が存在し、
対応する級数

∑
i∈I′

ui及び
∑
i∈I′′

uiが何れも総和可能ならば
∑
i∈I

uiも総和可能でありその総和は

両者の和に等しい： ∑
i∈I

ui =
∑
i∈I′

ui +
∑
ı∈I′′

ui

（証明）　　（１）与えられた ϵ > 0に対応する Iの有限部分集合J 及びJ ′を取りJ ′′ = J ∪J ′

と置く。このとき J ′′ ⊂ K ⊂ I なる任意の有限集合Kに対し J ⊂ K及び J ′ ⊂ Kが成立つ
から ∥S −

∑
i∈K

ui∥ < ϵ及び ∥S ′ −
∑
i∈K′

ui∥ < ϵが成立つ。故に ∥S − S ′∥ < 2ϵとなり ϵ > 0は任

意だから S = S ′が従う。

（２）夫々の総和を S及び T とする：
∑
i∈I

ui = S,
∑
i∈I

vi = T

与えられた ϵ > 0に対応する Iの有限部分集合を夫々J 及び J ′とする。このとき

J ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対し ∥S −
∑
i∈K

ui∥ < ϵ

J ′ ⊂ K ′ ⊂ Iなる任意の有限集合K ′に対し ∥T −
∑
i∈K′

vi∥ < ϵ

が成立つ。J ′′ = J ∪ J ′とすると J ′′ ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対し

∥λS + µT −
∑
i∈K

(λui + µvi)∥

≤ |λ| ∥S −
∑
i∈K

ui∥+ |µ| ∥T −
∑
i∈K

vi∥ < (|λ|+ |µ|)ϵ

が成立つ。これより（２）が従う。

（３）与えられた ϵ > 0に対し、対応する Iの有限部分集合 J ′及び J ′′を取り、J ′ ⊂ K ′ ⊂ I ′

及び J ′′ ⊂ K ′′ ⊂ I ′′ なる任意の有限集合 K ′ 及び K ′′ に対し ∥
∑
i∈I′

ui −
∑
i∈K′

ui∥ < ϵ 及び

∥
∑
i∈I′′

ui−
∑
i∈K′′

ui∥ < ϵ が成立つようにする事が出来る。そこで J = J ′∪J ′′とすると J ′∩J ′′ =

∅なので J ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対し J ′ ∩Kは J ′ ⊂ J ′ ∩K ⊂ I ′なる有限集合、
J ′′∩KはJ ′′ ⊂ J ′′∩K ⊂ I ′′なる有限集合でK = (J ′∩K)∪(J ′′∩K)かつ (J ′∩K)∩(J ′′∩K) =

∅となる。従って

∥

(∑
i∈I′

ui +
∑
i∈I′′

ui

)
−
∑
i∈K

ui∥

= ∥

(∑
i∈I′

ui +
∑
i∈I′′

ui

)
−

( ∑
i∈J ′∩K

ui +
∑

i∈J ′′∩K

ui

)
∥

≤ ∥
∑
i∈I′

ui −
∑

i∈J ′∩K

ui∥+ ∥
∑
i∈I′′

ui −
∑

i∈J ′′∩K

ui∥ < ϵ+ ϵ = 2ϵ
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となる。これより（３）が従う。

註　　総和可能な級数
∑
i∈I

uiに対し u = (ui)i∈Iは「0に収束する。」即ち任意の ϵ > 0に対し

Iの有限部分集合 J が存在し sup
i∈I\J

∥ui∥ < ϵとなる。実際、任意の ϵ > 0に対し Iの有限部分

集合 J で、J ⊂ K ⊂ I なる任意のKに対し ∥S −
∑
i∈K

ui∥ < ϵ/3 なるものを取っておく。こ

のとき任意の k ∈ I \ J に対し
∥S −

∑
i∈J

ui∥ < ϵ/3

∥S −
∑

i∈J∪{k}

ui∥ < ϵ/3

となるので

∥uk∥ = ∥
∑

i∈J∪{k}

ui −
∑
i∈J

ui∥

≤ ∥
∑

i∈J∪{k}

ui − S∥+ ∥S −
∑
i∈I

ui∥ <
2

3
ϵ

故に

sup
k∈I\J

∥uk∥ ≤ 2

3
ϵ < ϵ

定理２（コーシーの判定条件） 　Xがバナッハ空間であるとき級数
∑
i∈I

uiに対し次は同値：

（１）
∑
i∈I

uiは総和可能である。

（２）任意の ϵ > 0に対し Iの有限部分集合 J が存在しK ⊂ I \ J なる任意の有限集合Kに
対し ∥

∑
i∈K

ui∥ < ϵ

（証明）（１）⇒ （２）：任意の ϵ > 0に対し Iの有限部分集合 Jが存在し J ⊂ K ′ ⊂ Iなる
任意の有限集合K ′に対し ||

∑
i∈I

ui−
∑
i∈K′

ui∥ < ϵとなる。特に ∥
∑
i∈I

ui−
∑
i∈J

ui∥ < ϵとなる。さ

てK ⊂ I \ Jなる任意の有限集合Kに対しK ′ = J ∪Kと置くとK ′は J ⊂ K ′ ⊂ Iなる有限
集合となるので ∥

∑
i∈I

ui −
∑
i∈K′

ui∥ < ϵが従う。一方 J ∩K = ∅なので
∑
i∈K′

ui =
∑
i∈J

ui +
∑
i∈K

ui

となる。故に

∥
∑
i∈K

ui∥ = ∥

(∑
i∈I

ui −
∑
i∈J

ui

)
−

(∑
i∈I

ui −
∑
i∈K′

ui

)
∥

≤ ∥
∑
i∈I

ui −
∑
i∈J

ui∥ + ∥
∑
i∈I

ui −
∑
i∈K′

ui∥ < ϵ+ ϵ = 2ϵ
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となり（２）が従う。

（２）⇒ （１）：ϵ = 1/nに対応する J を J ′
nと表し n = 1に対して J1 = J ′

1とし n ⩾ 2に対
しては Jn =

∪
0⩽k⩽n−1

J ′
kと置く。このとき {Jn}n⩾1は I の有限部分集合の単調増加列である。

sn =
∑
i∈Jn

uiと置くとm > nに対し sm−sn =
∑

i∈Jm\Jn

uiとなりJm\JnはJm\Jn ⊂ I \Jnなる有

限集合であるから∥sm−sn∥ < 1/nとなる。従って{sn}n⩾1はコーシー列となり或る極限s ∈ X

を持つ。最後の不等式でm → ∞とすれば ∥s− sn∥ ≤ 1/nとなる。さて任意の ϵ > 0に対し
0 < 1/n < ϵなるnを取り有限部分集合Jn ⊂ Iを考える。このときJn ⊂ K ⊂ Iなる任意の有
限集合Kに対しK\JnはK\Jn ⊂ I\Jnなる有限集合であるから（２）によって∥

∑
i∈K\Jn

ui∥ < ϵ

即ち ∥
∑
i∈K

ui − sn∥ < ϵが従う。故に ∥s −
∑
i∈K

ui∥ ≤ ∥s − sn∥ + ∥sn −
∑
i∈K

ui∥ ≤ 1/n + ϵ < 2ϵ

となり（１）が従う。

定理３（正項級数の総和可能性）　 Iを集合とし u = (ui)i∈Iを添字集合 Iによって添字付け
られたR≥0の元の族とする。このとき級数

∑
i∈I

uiに対し次は同値である。

（１）
∑
i∈I

uiは総和可能である。

（２）M > 0が存在して Iの任意の有限部分集合Kに対し
∑
i∈K

ui ≤ M

このとき更に次の等式が成立つ： ∑
i∈I

ui = sup
J⊂I
♯J<∞

∑
i∈J

ui

（証明）（１）⇒ （２）：総和可能な級数
∑
i∈K

uiの総和を S ∈ R≥0としよう。ϵ = 1に対応

する Iの有限部分集合 J を取ると J ⊂ K ′ ⊂ Iなる任意の有限集合K ′に対し
∑
i∈K′

ui ≤ S + 1

となる。このとき Iの任意の有限部分集合Kに対しK ′ = J ∪KとすればK ′は J ⊂ K ′ ⊂ I

なる有限集合なので ∑
i∈K

ui ≤
∑
i∈K′

ui ≤ S + 1

となり S + 1はKに依存しないから（２）が従う。

（２）⇒ （１）：（２）が成立つとすると非負の実数 T が

T = sup
J⊂I
♯J<∞

∑
i∈J

ui
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で定まる。定義より、任意の ϵ > 0に対し J ⊂ Iなる有限集合 Jが存在し T − ϵ <
∑
i∈J

ui ≤ T

が成立つ。このとき J ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対し T − ϵ <
∑
i∈J

ui ≤
∑
i∈K

ui ≤ T と

なるから特に |T −
∑
i∈K

ui| < ϵが成立つ。これより
∑
i∈I

uiは総和可能で T =
∑
i∈I

uiが成立つ。

２．ヒルベルト空間に於ける正規直交系　

Hを複素ヒルベルト空間、(·, ·)をその内積とし、その第一成分に就いて線型、第二成分に就
いて反線型とする。Iを集合とし、添字集合 Iによって添字付けられたHの元の族 e = (ei)i∈I
は

(ei, ej) =

{
1, i = j

0, i ̸= j

なるとき eをHの正規直交系と謂う。

定理４　Hを複素ヒルベルト空間とし e = (ei)i∈I をHに於ける正規直交系とすると、任意
の u ∈ H に対し {i ∈ I; (u, ei) ̸= 0}は高々可算個の濃度を持ち、正項級数

∑
i∈I

|(u, ei)|2は総

和可能であり次の不等式が成立つ。∑
i∈I

|(u, ei)|2 ≤ ∥u∥2

（証明）　 J を Iの任意の有限部分集合とすると

∥u−
∑
i∈J

(u, ei)ei∥2 = ∥u∥2 − 2Re(u,
∑
i∈J

(u, ei)ei) + ∥
∑
i∈J

(u, ei)ei∥2

= ∥u∥2 − 2
∑
i∈J

Re((u, ei)(u, ei)) +
∑
i∈J

∑
j∈J

((u, ei)ei, (u, ej)ej)

= ∥u∥2 − 2
∑
i∈J

|(u, ei)|2 +
∑
i∈J

∑
j∈J

(u, ei)(u, ej)(ei, ej)

= ∥u∥2 − 2
∑
i∈J

|(u, ei)|2 +
∑
i∈J

|(u, ei)|2

= ∥u∥2 −
∑
i∈J

|(u, ei)|2

となるから ∑
i∈J

|(u, ei)|2 ≤ ∥u∥2

が従う。故に定理３により
∑
i∈I

|(u, ei)|2は総和可能であり
∑
i∈I

|(u, ei)|2 = sup
J⊂I
♯J<∞

∑
i∈J

|(u, ei)|2 ≤

∥u∥2が従う。n ∈ Z>0に対し In(u) = {i ∈ I; |(u, ei)| ≥ 1/n}と置くと∑
u∈I

|(u, ei)|2 ≥
∑

i∈In(u)

|(u, ei)|2 ≥ (♯In(u))/n
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となるので ♯In(u) ≤ n∥u∥2が従う。このとき

{i ∈ I; (u, ei) ̸= 0} =
∪

n∈Z>0

In(u)

となり高々可算の濃度を持つ。

定理４の系　 e = (ei)i∈I をヒルベルト空間H の正規直交系とすると任意の u ∈ H に対し
{i ∈ I; (u, ei) ̸= 0}は高々可算であり級数

∑
i∈I

(u, ei)ei はHに於いて総和可能である。

（証明）定理４により
sup
J⊂I
♯J<∞

∑
i∈J

|(u, ei)|2 =
∑
i∈I

|(u, ei)|2 < ∞

であるから任意の ϵ > 0に対し Iの有限部分集合 J があって∑
i∈I

|(u, ei)|2 − ϵ <
∑
i∈J

|(u, ei)|2 ≤
∑
i∈I

|(u, ei)|2

となる。このときK ⊂ I \ J なる任意の有限集合Kに対し

∥
∑
i∈K

(u, ei)ei∥2 =
∑
i∈K

|(u, ei)|2

≤
∑
i∈I\J

|(u, ei)|2 =
∑
i∈I

|(u, ei)|2 −
∑
i∈J

|(u, ei|2 < ϵ

となりコーシーの判定条件により
∑
i∈I

(u, ei)eiは総和可能となる。

定理５　Hを複素ヒルベルト空間とする。Hに於ける正規直交系 e = (ei)i∈I に対し次は同
値である。

（１）span e = H即ち (ei)i∈I の有限一次結合全体の成す部分空間はHで稠密である。

（２）任意のu ∈ Hに対し級数
∑
i∈I

(u, ei)eiはHに於いて総和可能であり、総和はuに等しい：

u =
∑
i∈I

(u, ei)ei

（３）任意のu, v ∈ Hに対し級数
∑
i∈I

(u, ei)(v, ei)はCに於いて総和可能であり、総和は (u, v)

に等しい：
(u, v) =

∑
i∈I

(u, ei)(v, ei)

（４）任意の u ∈ Hに対し正項級数
∑
i∈I

|(u, ei)|2は総和可能であり、総和は ∥u∥2に等しい：

∥u∥2 =
∑
i∈I

|(u, ei)|2
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（５）任意の i ∈ Iに対して (u, ei) = 0なる u ∈ Hは u = 0に限る。

定義　定理５の同値な性質を満たす正規直交系は完全であると謂う。

（証明）（１）⇒ （２）：定理４の系により
∑
i∈I

(u, ei)eiは総和可能である。任意の ϵ > 0に

対し Iの有限部分集合 J ⊂ Iが存在して J ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対し

∥
∑
i∈I

(u, ei)ei −
∑
i∈K

(u, ei)ei∥ < ϵ

となる。（１）の仮定により任意の v ∈ Hに対し Iの有限部分集合 J ′及び (aj)j∈J ′ ⊂ Cが存
在し

∥v −
∑
j∈J ′

ajej∥ < ϵ

となる。このときK = J ∪ J ′とすると

(u−
∑
i∈I

(u, ei)ei, v)

=(u−
∑
i∈K

(u, ei)ei, v) + (
∑
i∈K

(u, ei)ei −
∑
i∈I

(u, ei)ei, v)

=(u−
∑
i∈K

(u, ei)ei,
∑
j∈J ′

ajej)

+ (u−
∑
i∈K

(u, ei)ei, v −
∑
j∈J ′

ajej)

+ (
∑
i∈K

(u, ei)ei −
∑
i∈I

(u, ei)ei, v)

となる。最後の等式の右辺の最初の項は∑
j∈J ′

aj(u−
∑
i∈K

(u, ei)ei, ej) =
∑
j∈J ′

aj((u, ej)−
∑
i∈K

(u, ei)ei, ej)) = 0

となり、次の項は

|(u−
∑
i∈K

(u, ei)ei, v −
∑
j∈J ′

ajej)| ≤ ∥u−
∑
i∈K

(u, ei)ei∥∥v −
∑
j∈J ′

ajej∥

≤ (∥u∥2 −
∑
i∈K

|(u, ei)|2)1/2ϵ ≤ ∥u∥ϵ

と評価され、最後の項は

|(
∑
i∈K

(u, ei)ei −
∑
i∈I

(u, ei)ei, v)| ≤ ∥
∑
i∈K

(u, ei)ei −
∑
i∈I

(u, ei)ei∥ ∥v∥ ≤ ∥v∥ϵ

と評価される。従って不等式

|(u−
∑
i∈I

(u, ei)ei, v)| ≤ (∥u∥+ ∥v∥)ϵ
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が成立ち ϵ > 0は任意故
(u−

∑
i∈I

(u, ei)ei, v) = 0

を得る。vは任意故 v = u−
∑
i∈I

(u, ei)eiとすれば u−
∑
i∈I

(u, ei)ei = 0が従う。

（２）⇔ （４）：Iの任意の有限部分集合 J に対し

∥u−
∑
i∈J

(u, ei)ei∥2 = ∥u∥2 −
∑
i∈J

|(u, ei)|2

となることから（２）と（４）は同値である。

（３）⇔ （４）：（３）で u = vとすれば（４）となる。一方、（４）を u± v, u± ivに適用し

4(u, v) = ∥u+ v∥2 − ∥u− v∥2 + i∥u+ iv∥2 − i∥u− iv∥2

=
∑
i∈I

|(u+ v, ei)|2 −
∑
i∈I

|(u− v, ei)|2 + i
∑
i∈I

|(u+ iv, e)|2 − i
∑
i∈I

|(u− iv, ei)|2　

= 4Re
∑
i∈I

(u, ei)(v, ei) + 4iIm
∑
i∈I

(u, ei)(v, ei) = 4
∑
i∈I

(u, ei)(v, ei)

とすれば（３）が従う。

（４）⇒ （５）：（４）の等式の右辺が全て 0ならば左辺も 0となる。

（５）⇒ （２）：任意の i ∈ Iに対し

(u−
∑
k∈I

(u, ek)ek, ei) = (u, ei)− (u, ei) = 0

であるから（５）を仮定すると（２）が従う。

（２）⇒ （１）：総和可能な級数
∑
i∈I

(u, ei)eiの総和が uである事の定義より（１）が従う。

定理６　 {0}でない任意のヒルベルト空間は完全正規直交系を持つ。

（証明）Hを {0}でないヒルベルト空間、EをHの正規直交系全体の成す集合とする。e =

(ei)i∈I , f = (fj)j∈J ∈ Eに対し e ⩽ f を

e ⩽ f ⇐⇒
def

∀i ∈ I ∃j ∈ J : ei = fj

と定義すると ⩽は E に於ける順序となる。H ̸= {0}故 ∥u∥ = 1なる u ∈ H が存在す
る。一点 uのみからなる系は E の正規直交系となるから E は空でない。次に E は帰納的
順序集合である事を示そう。F を Eの全順序部分集合とする。F に属する正規直交系を全
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て考え、その合併集合として得られる族を f = (fk)k∈K と表そう。任意の i, j ∈ K に対し
f (i) = (fk)k∈Ki

, f (j) = (fk)k∈Kj
∈ F が存在し i ∈ Ki, j ∈ Kjとなる。F は全順序であるから

f (i) ⩽ f (j)または f (j) ⩽ f (i)となる。前者の場合Ki ⊂ Kj であり i, j ∈ Kj となるから fiも
fj も正規直交系 f (j)に属し (fi, fj) = δij となる。後者の場合Kj ⊂ Kiであり i, j ∈ Kiとな
るから fiも fjも正規直交系 f (i)に属し (fi, fj) = δijとなる。従って f = (fk)k∈Kは正規直交
系を成し f ∈ F となる。f の定義より任意の e ∈ F に対し e ⩽ f となるから f はF の上界と
なる。
以上よりEは空でない帰納的順序集合となる。ツォルンの補題よりEには極大元が存在
する。その一つを e = (ei)i∈I とする。もし eが完全でないとすると u ∈ H \ {0}が存在して
任意の i ∈ I に対し (u, ei) = 0となる。そこで eに u/∥u∥を付け加えたものを e′とすると
e ̸= e′かつ e ⩽ e′が従い eの極大性に反する。従って eは完全である。

定義　空でない集合 Iに対し

l2(I) = {u : I → C;正項級数
∑
i∈I

|u(i)|2は総和可能である }

とする。u, v ∈ l2(I)に対し (u, v) =
∑
i∈I

u(i)v(i)と定めると l2(I)は内積空間となる。

定理７　空でない集合 Iに対し l2(I)は次の性質を持つ：

（１）l2(I)はヒルベルト空間である。

（２）各 i ∈ Iに対し ei : I → Cを ei（j）= 0（j ̸= i), ei(i) = 1と定めると (ei)i∈Iは l2(I)の完
全正規直交系を成す。Iが有限の場合は (ei)i∈Iは l2(I)の基底となり dim l2(I) = card(I) = ♯I

が成立つ。

（３）もう一つの空でない集合 J に対し次は同値である。
(i) 　 l2(I)と l2(J)はユニタリ同型である。
(ii) card(I) = card(J)

（証明）（１）完備性を示そう。{un} ⊂ l2(I)をコーシー列とする。各 i ∈ Iに対し
|um(i)− un(i)| ≤ ∥um − un∥ → 0(m,n → ∞)となるから {un(i)}はCのコーシー列であり極
限を持つ。それを u(i) ∈ Cと表す：limn→∞ un(i) = u(i)　
J を Iの任意の有限部分集合とすると三角不等式より 　(∑

i∈J

|u(i)|2
)1/2

≤

(∑
i∈J

|u(i)− un(i)|2
)1/2

+

(∑
i∈J

|un(i)|2
)1/2

≤

(∑
i∈J

|u(i)− un(i)|2
)1/2

+ sup
n≥1

∥un∥
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コーシー列は有限列なので最後の不等式の右辺の第二項は有限であり第一項は Jの有限性よ
り n → ∞で 0に収束する。これより(∑

i∈J

|u(i)|2
)1/2

≤ sup
n≥1

∥un∥

右辺は J に依存しないので正項級数
∑
i∈I

|u(i)|2は総和可能となり

∑
i∈I

|u(i)|2 = sup
J⊂I
♯J<∞

∑
i∈I

|u(i)|2 ≤
(
sup
n≥1

∥un∥
)2

が従う。故に u ∈ l2(I)となる。
さて任意の ϵ > 0に対しN が存在しm,n ≥ N なる任意のm,nに対し ∥um − un∥ < ϵとな
る。Iの任意の有限部分集合 J に対し∑

i∈J

|um(i)− un(i)|2 ≤ ∥um − un∥2 < ϵ2

であるからm → ∞として ∑
i∈J

|u(i)− un(i)|2 ≤ ϵ2

を得る。これより ∑
i∈I

|u(i)− un(i)|2 = sup
J⊂I
♯J<∞

∑
i∈J

|u(i)− un(i)|2 ≤ ϵ2

を得る。以上より任意の ϵ > 0に対しN が存在し n ≥ N なる任意の nに対し

∥u− un∥ ≤ ϵ

となる事が分った。これは {um}が u ∈ l2(I)に収束する事に外ならない。

（２）任意の i, j ∈ Iに対し

(ei, ej) =
∑
k∈I

ei(k)ej(k) =
∑
k∈I

δikδjk = δij

となるので (ei)i∈I は正規直交系である。任意の u ∈ l2(I)に対し

(u, ei) =
∑
k∈I

u(k)ei(k) =
∑
k∈I

u(k)δik = u(i)

となるので
∀i ∈ I, (u, ei) = 0 ⇔ ∀i ∈ I, u(i) = 0 ⇔ u = 0

より (ei)i∈I は完全である。
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I が有限ならば任意の u : I → Cは u =
∑
i∈I

u(i)ei と表されるので (ei)は生成系であり∑
i∈I

aiei = 0(ai ∈ C)なら各 j ∈ I に於いて 0 =
∑
i∈I

aiei(j) = aj となるので (ei)は独立系で

ある。

（３）（i）⇒ (ii）：T : l2(I) → l2(J)をユニタリ写像とする。I が有限なら（２）より
card(I) = dim l2(I) = dim l2(J)となる。e = (ej)j∈J を（２）と同様に定めると（２）より
任意の v ∈ l2(J)は総和可能な級数

v =
∑
j∈J

(v, ej)ej

で表される。ここで J は有限でないとすると dim l2(J)の有限性に反するので J は有限とな
る。故に（２）より dim l2(J) = card(J)が従う。そこで以下は I が有限でない場合を考え
る。e = (ei)i∈I及び f = (fj)j∈Iを（２）と同様に定めると夫々l2(I)及び l2(J)の完全正規直
交系となる。各 i ∈ I に対し Ji = {j ∈ J ; (T (ei), fj) ̸= 0}と置く。但し内積 (·, ·)は l2(J)に
於けるものとする。定理４により各 i ∈ Iに対し Jiは高々可算である。定義より

∪
i∈I Ji ⊂ J

である。そこで J ⊂
∪

i∈I Jiを示そう。j ∈ J を任意に取る。T は全射故 u ∈ l2(I)が存在し
T (u) = fjが成立つ。∥fj∥ = 1でT は単射故 u ̸= 0が従う。e = (ei)i∈Iは完全正規直交系なの
で級数

∑
i∈I

(u, ei)eiは l2(I)で総和可能でu =
∑
i∈I

(u, ei)eiが成立つ。ここに {i ∈ I; (u, ei) ̸= 0}

は高々可算である。いま、任意の i ∈ Iに対し (u, ei) = 0であると仮定すると u = 0となって
しまうので (u, ei) ̸= 0なる i ∈ Iが存在する。以下そのような i ∈ Iを一つ固定して考える。
T はユニタリなので (T (ei), fj) = (T (ei), T (u)) = (ei, u) ̸= 0 が従う。故に j ∈ Jiとなる。
以上でJ =

∪
i∈I Jiが示された。card(Ji) ≤ card(N)であるからcard(J) ≤ card(N)card(I) =

card(I)が従う。T : l2(I) → l2(J)の逆写像 T−1 : l2(J) → l2(I)もユニタリなので同様に考え
ると card(I) ≤ card(J)が従う。これより (ii)を得る。

（ii）⇒ (i)：仮定より全単射 σ : I → J が存在する。そこで u ∈ l2(I)に対し

Tu =
∑
i∈I

(u, ei)fσ(i) =
∑
j∈J

(u, eσ−1(j))fj

と置くと上の級数は l2(J)に於いて総和可能となる。実際 Iの任意の有限部分集合Kに対し

∥
∑
i∈K

(u, ei)fσ(i)∥2 =
∑
i∈K

∑
k∈K

(u, ei)(u, ek)(fσ(i), fσ(k)) =
∑
i∈K

|(u, ei)|2

となりコーシーの判定条件が適用されるからである。l2(J)及び l2(I)の内積の定義により

(Tu, Tv) =
∑
j∈J

(u, eσ−1(j))(v, eσ−1(j))

=
∑
i∈I

(u, ei)(v, ei) = (u, v)
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を得るので T は内積を保つ。任意の l2(J)の元

v =
∑
j∈J

(v, fj)fj

に対し
u =

∑
i∈I

(v, fσ(i))ei

と置くと級数は l2(I)で総和可能となり

Tu =
∑
i∈I

(v, fσ(i))fσ(i) =
∑
j∈J

(v, fj)fj = v

となるから T は全射である。T の等距離性から単射性が従う。よって T は l2(I)から l2(J)へ
のユニタリ写像となる。

定理８　 {0}でない任意のヒルベルト空間Hに対し集合 Iが存在しHは l2(I)とユニタリ同
型となる。もう一つの集合 Jに対しHは l2(J)とユニタリ同型ならば card(I) = card (J)と
なる。

定義　ヒルベルト空間Hに対して定まる不変量 card(I)をHの次元と謂う。　

（証明）　定理６によりHは或る集合 Iを添字集合とする完全正規直交系 (fi)i∈Iを持つ。定
理５により任意の u ∈ Hは総和可能な級数として

u =
∑
i∈I

(u, fi)fi

と表示される。各 i ∈ Iに対し ei : I → Cを ei(j) = δij(j ∈ I)で定める。u ∈ Hに対し級数∑
i∈I

(u, fi)ei

を考える。Iの任意の有限部分集合Kに対し

∥
∑
i∈K

(u, fi)ei∥2 =
∑
i∈K

|(u, fi)|2

であるからコーシーの判定条件により級数
∑
i∈I

(u, fi)eiは l2(I)で総和可能となる。その総和

を ûと表そう。l2(I)の内積の定義及び定理５により u, v ∈ Hに対し

(û, v̂) =
∑
i∈I

(u, fi)(v, fi) = (u, v)

となる。ここに最初の内積は l2(I)のものであり最後の内積はHのものである。
任意の l2(I)の元

w =
∑
i∈I

(w, ei)ei
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に対し
∑
i∈I

|(w, ei)|2は総和可能であるから

u =
∑
i∈I

(w, ei)fi

はHに於いて総和可能となり
û =

∑
i∈I

(w, ei)ei = w

となるので u 7→ ûはHから l2(I)へのユニタリ写像となる。定理８の後半は定理７の（３）
より従う。

３．ヒルベルト空間に於けるリースの表現定理

Hを複素ヒルベルト空間、(·, ·)をその内積とし、その第一成分に就いて線型、第二成分に就
いて反線型とする。H ′をH上の有界線型汎関数全体の成すバナッハ空間とする：

H ′ = B(H;C)
= {f : H → C ; f は有界線型作用素 }

任意の f ∈ H ′に対しKerf = {u ∈ H; f(u) = 0}はHの閉部分空間であり f ̸= 0ならば
Kerf ⫋H, dimC(Kerf)⊥ = dimC(H/Kerf) = 1となる。

定理９　（１）任意の f ∈ H ′ \ {0}に対し ∥u0∥ = 1なる u0 ∈ (Kerf)⊥が存在する。この様
な u0はC上の符号を除いて一意的に定まる。即ち ∥u0∥ = ∥u′

0∥ = 1かつ u0, u
′
0 ∈ (Kerf)⊥な

らば θ ∈ Rが存在して u0 = eiθu′
0となる。

（２）任意の f ∈ H ′及びHの任意の完全正規直交系 e = (ei)i∈I に対し {i ∈ I; f(ei) ̸= 0}は
高々可算集合であり級数

∑
i∈I

f(ei)eiはHに於いて総和可能である。

（３）任意の f ∈ H ′ \ {0}について（１）で与えられる任意の u0及びHの任意の完全正規直
交系 e = (ei)i∈I に対して次の等式が成立つ：

f(u0)u0 =
∑
i∈I

f(ei)ei

（４）任意の f ∈ H ′ \ {0}に対し唯一つの u ∈ H \ {0}が存在し f は uの内積により表現さ
れる。即ち任意の v ∈ Hについて等式

f(v) = (v, u)
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が成立つ。更に ∥f∥ = ∥u∥であり ∥u0∥ = 1なる任意の u0 ∈ (Kerf)⊥及びHの任意の完全正
規直交系 (ei)i∈I に対し次の等式が成立つ。

u = f(u0)u0 =
∑
i∈I

f(ei)ei,

∥u∥2 = ∥f∥2 = |f(u0)| =
∑
i∈I

|f(ei)|2

（証明）（１）：dimC(Kerf)⊥ = 1であることから従う。
(２),(３)：（１）で与えられるu0を一つ取る。このとき{λu0;λ ∈ C} = (Kerf)⊥より{λu0;λ ∈
C}⊥ = (Kerf)⊥⊥ = Kerf となる。さて任意の i ∈ Iに対し

((ei, u0)u0 − ei, u0) = (ei, u0)∥u0∥2 − (ei, u0) = 0

となるので (ei, u0)u0 − ei ∈ Kerf が従う。これより

0 = f((ei, u0)u0 − ei) = (ei, u0)f(u0)− f(ei)

を得る。(ei)i∈I は完全正規直交系なので

{i ∈ I; (u0, ei) ̸= 0} = {i ∈ I; f(ei) ̸= 0}

は高々可算集合であり、級数
∑
i∈I

(u0, ei)eiはHで総和可能でその総和はu0に等しい。f(ei) =

f(u0)(u0, ei)より
∑
i∈I

f(ei)eiはHで総和可能で等式

f(u0)u0 = f(u0)
∑
i∈I

(u0, ei)ei =
∑
i∈I

f(u0)(u0, ei)ei =
∑
i∈I

f(ei)ei

が成立つ。

（４）　（３）で与えられる f(u0)u0 =
∑
i∈I

f(ei)eiを uと置く。任意の v ∈ H に対し {i ∈

I; (v, ei) ̸= 0}は高々可算集合で級数
∑
i∈I

(v, ei)eiに総和可能でその総和は vに等しい。任意

の ϵ > 0に対し Iの有限部分集合 J が存在し J ⊂ K ⊂ Iなる任意の有限集合Kに対し

∥u−
∑
i∈K

f(ei)ei∥ < ϵ,

∥v −
∑
i∈K

(v, ei)ei∥ < ϵ

となる。このとき

f(v)− (v, u)

= f(v −
∑
i∈K

(v, ei)ei) +
∑
i∈K

(v, ei)f(ei)

− (v,
∑
i∈K

f(ei)ei) + (v,
∑
i∈K

f(ei)ei − u)

= f(v −
∑
i∈K

(v, ei)ei) + (v,
∑
i∈K

f(ei)ei − u)
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となるので

|f(v)− (v, u)| ≤ ∥f∥∥v −
∑
i∈K

(v, ei)ei∥+ ∥v∥∥
∑
i∈K

f(ei)ei − u∥

≤ (∥f∥+ ∥v∥)ϵ

が従う。ϵ > 0は任意なので f(v) = (v, u)が従う。この様な uの一意性は内積のエルミット
対称性と非退化性から従う。よって等式

u = f(u0)u0 =
∑
i∈I

f(ei)ei

が成立ち、これより
∥u∥2 = |f(u0)|2 =

∑
i∈I

|f(ei)|2

が従う。また |f(v)| ≤ ∥v∥∥u∥及び f(u) = ∥u∥2より ∥f∥ = ∥u∥を得る。

註　 ∥u0∥ = ∥u′
0∥ = 1なる二つの u0, u

′
0 ∈ (Kerf)⊥に対して

f(u0)u0 = f(u′
0)u

′
0

となる事は次の様に直接確かめられる。（１）により θ ∈ Rが存在して u0 = eiθu′
0となるから

f(u0)u0 = f(eiθu′
0)e

iθu′
0 = eiθf(u′

0)e
iθu′

0 = f(u′
0)u

′
0

註　Hの二つの完全正規直交系 (ei)i∈I , (e
′
j)j∈I に対し∑

i∈I

f(ei)ei =
∑
j∈I

f(e′j)e
′
j

となる事は次の様に直接確かめられる。（ここに、二つの完全正規直交系の添字集合間に存
在する全単射により、添字集合は共通に取り直して表している。）(ei)i∈Iの完全性により、任
意の j ∈ Iに対し {i ∈ I; (e′j, ei) ̸= 0}は高々可算集合であり、級数

∑
i∈I

(e′j, ei)eiは総和可能で

あり、その総和は e′jに等しい：

e′j =
∑
i∈I

(e′j, ei)ei

同様に、任意の i ∈ Iに対し {j ∈ I; (ei, e
′
j) ̸= 0}は高々可算集合であり、級数

∑
j∈I

(ei, e
′
j)e

′
jは

総和可能であり、その総和は eiに等しい：

ei =
∑
j∈I

(ei, e
′
j)e

′
j

このとき f の有界性と上の総和可能性により

f(ei) =
∑
j∈I

(ei, e
′
j)f(e

′
j)
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となるので

∑
i∈I

f(ei)ei =
∑
i∈I

(∑
j∈I

(ei, e′j) f(e
′
j)

)
ei

=
∑
j∈I

f(e′j)

(∑
i∈I

(e′j, ei)ei

)
=
∑
j∈I

f(e′j)e
′
j

が従う。
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