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ポワソンの和公式はフーリエ級数とフーリエ変換との関係を与えるものとして重要であ
る。これは少し一般化して考えると、局所コンパクト可換群Gとその閉部分群Hに対し、
商群G/Hの双対群 (G/H)∧上のゲルファント変換とG上のゲルファント変換との関係を
与えているものと捉える事が出来る。ポワソンの和公式は、ゼータ函数やテータ函数の性
質を調べる時にも用いられる。ここではポワソンの和公式の導出に就いて考えよう。標準
的な導出法は e2πν(x) = exp(2πiν · x), x ∈ Rnで定まる正規直交系 {e2πν ; ν ∈ Zn}がヒル
ベルト空間 L2([0, 1)n; C)で完全である事に基づく方法であろう。先ず正規直交系の完全
性に就いて纏めて置こう。

命題１　ヒルベルト空間H ≡ L2([0, 1)n; C)の正規直交系 {e2πν ; ν ∈ Zn}に就いて次は同
値である。

(1) {e2πν ; ν ∈ Zn}の生成する部分空間はHで稠密である。

(2) 任意の u ∈ Hに対し
∑
ν∈Zn

(∫
[0,1)n

ue−2πνdx

)
e2πνはHで収束し uに等しい：

u =
∑
ν∈Zn

(∫
[0,1)n

ue−2πνdx

)
e2πν

(3) 任意の u ∈ Hに対し ∫
[0,1)n

|u|2dx =
∑
ν∈Zn

∣∣∣∣∫
[0,1)n

ue−2πνdx

∣∣∣∣2

(4) 任意の u, v ∈ Hに対し∫
[0,1)n

uv̄dx =
∑
ν∈Zn

∫
[0,1)n

ue−2πνdx

∫
[0,1)n

ve−2πνdx

(5) u ∈ Hに対し ∫
[0,1)n

ue−2πνdx = 0 ∀ν ∈ Zn ⇔ u = 0

(7) 任意の ϕ ∈ S に対し ∑
ν∈Zn

ϕ̂(ν) = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

ϕ(2πν)
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(8) 任意の ϕ ∈ S に対し ∑
ν∈Zn

ϕ̂(ν)eν = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

τ2πνϕ

証明は標準的なので省略する。命題１の同値な条件 (1)-(5)が成立するとき正規直交系
{e2πν ; ν ∈ Zn}は L2([0, 1)n; C)で完全であると謂う。

命題２　次は同値である。

(1) 正規直交系 {e2πν ; ν ∈ Zn}は L2([0, 1)n; C)で完全である。

(2) 任意の ϕ ∈ S に対し ∑
ν∈Zn

τνϕ = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

ϕ̂(2πν)e2πν

(3) 任意の ϕ ∈ S に対し ∑
ν∈Zn

ϕ(ν) = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

ϕ̂(2πν)

(4) 任意の ϕ ∈ S に対し ∑
ν∈Zn

ϕ(ν)e−ν = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

τ2πνϕ̂

(5) 任意の ϕ ∈ S に対し　FFϕ = ϕ∨

(6) 任意の ϕ ∈ S に対し ∑
ν∈Zn

τνϕ̂ = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

ϕ(2πν)e−2πν

(証明)(1) ⇒ (2) : u =
∑
ν∈Zn

τνϕ =
∑
ν∈Zn

τ−νϕと置くと、uは周期的で局所有界故Rn上有

界である。特に u|[0, 1)n ∈ L2([0, 1)n)となり (1)より uは命題１の (2)の様に展開される。
このとき次の式から (2)が従う。∫

[0,1)n

ue−2πνdx =
∑

m∈Zn

∫
[0,1)n

ϕ(x + m) exp(−2πiν · x)dx

=
∑

m∈Zn

∫
m+[0,1)n

ϕ(y) exp(−2πiν · (y − m))dy

=
∑

m∈Zn

∫
m+[0,1)n

ϕ(y) exp(−2πiν · y)dy

=

∫
Rn

ϕ(y) exp(−2πiν · y)dy = ϕ̂(2πν)
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(2) ⇒ (3) :　 (3)は (2)の原点 x = 0での等式である。

(3) ⇒ (4) :　ϕ ∈ S とx ∈ Rnを任意に取り固定する。ψ = e−xϕ,即ちψ(y) = exp(−iy ·
x)ϕ(y), y ∈ Rnと置き ψに対し (3)を適用すると∑

ν∈Zn

(e−xϕ)(ν) = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

(e−xϕ)∧(2πν)

となる。(e−xϕ)(ν) = exp(−iν·x)ϕ(ν) = (ϕ(ν)e−ν)(x)及び (e−xϕ)∧(2πν) = (τ−xϕ̂)(2πν) =

ϕ̂(2πν + x) = (τ−2πνϕ̂)(x)により∑
ν∈Zn

ϕ(ν)e−ν = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

τ−2πνϕ̂ = (2π)n/2
∑
ν∈Zn

τ2πνϕ̂

を得る。

(4) ⇒ (5) :　 (4)の両辺を [0, 2π]n上積分すると、左辺より∫
[0,2π]n

∑
ν∈Zn

ϕ(ν) exp(−iν · x)dx =
∑
ν∈Zn

ϕ(ν)

∫
[0,2π]n

exp(−iν · x)dx

= (2π)nϕ(0)

右辺より ∫
[0,2π]n

(2π)n/2
∑
ν∈Zn

ϕ̂(x − 2πν)dx = (2π)n/2

∫
[0,2π]n

∑
ν∈Zn

ϕ̂(2πν + x)dx

= (2π)n/2
∑
ν∈Zn

∫
[0,2π]n

ϕ̂(2πν + x)dx

= (2π)n/2
∑
ν∈Zn

∫
2πν+[0,2π)n

ϕ̂(y)dy = (2π)n/2

∫
Rn

ϕ̂(y)dy

を得るので

ϕ(0) = (2π)−n/2

∫
Rn

ϕ̂(y)dy

なる等式を得る。これは (5)と同値である。

(5) ⇒ (3) :　次を満たす ψ ∈ C∞
0 (Rn)を取る：

ψ ≥ 0, supp ψ ⊂ (−1, 1)n,
∑
ν∈Zn

τνψ = 1

このとき u ≡
∑
ν∈Zn

e2πνψ ∈ C∞
0 (Rn)であり、任意の ν ∈ Znに対し (e2πν − 1)u = 0となる。

特に、第 j成分のみ１で残りが０の νを取ると

(exp(2πixj) − 1)u = 0, 1 ≤ j ≤ n

となる、さて

exp(2πixj) − 1 = 2i exp(πixj) sin πxj =

(
2i exp(πixj)

sin πxj

xj

)
xj
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と表したとき supp ψ上で

2i exp(πixj)
sin πxj

xj

6= 0

となるので
xju = 0, 1 ≤ j ≤ n

が従う。任意の ϕ ∈ S に対し

ϕ(x) = ϕ(0) +
n∑

j=1

xj

∫ 1

0

(∂jϕ)(tx)dt

となることを用いると

(u, ϕ) =

∫
Rn

u(x)ϕ(x)dx = ϕ(0)

∫
Rn

u(x)dx +
n∑

j=1

∫ 1

0

∫
Rn

xju(x)∂jϕ(tx)dx dt

= ϕ(0)

∫
Rn

u(x)dx

が従う。さて ∑
ν∈Zn

ϕ̂(2πν) =
∑
ν∈Zn

ϕ̂(−2πν)

=
∑
ν∈Zn

(ϕ, e2πν)

=
∑
ν∈Zn

∑
µ∈Zn

(ϕ, τµψ · e2πν)

=
∑
µ∈Zn

∑
ν∈Zn

(ϕ, τµ(ψe2πν))

=
∑
µ∈Zn

(ϕ, τµu) =
∑
µ∈Zn

(τ−µϕ, u)

であり

(τ−µϕ, u) = (u, τ−µϕ)

= (τ−µϕ)(0)

∫
Rn

u(x)dx = ϕ(µ)

∫
Rn

u(x)dx = ϕ(µ)

∫
Rn

u(x)dx

であるから ∑
ν∈Zn

ϕ̂(2πν) = c
∑
ν∈Zn

ϕ(ν), c =

∫
Rn

u(x)dx ∈ R

が従う。
この等式は任意のϕ ∈ S に対して成立するから、ϕ̂とϕ2π(x) = (2π)nϕ(2πx)に対して
適用するとそれぞれ ∑

ν∈Zn

ˆ̂ϕ(2πν) = c
∑
ν∈Zn

ϕ̂(ν),∑
ν∈Zn

ϕ̂2π(2πν) = c
∑
ν∈Zn

ϕ2π(ν)
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となる。(5)により ˆ̂ϕ(2πν) = ϕ(−2πν), 変数変換により ϕ̂2π(2πν) = ϕ̂(ν)となるので∑
ν∈Zn

ϕ(2πν) =
∑
ν∈Zn

ϕ(−2πν) = c
∑
ν∈Zn

ϕ̂(ν) = c
∑
ν∈Zn

ϕ̂2π(2πν) = c2
∑
ν∈Zn

ϕ2π(ν)

= c2
∑
ν∈Zn

ϕ(2πν)

を得る。よって c2 = 1となる。さて、ϕ ∈ S として ϕ = v ∗ v∨, v ∈ C∞
0 (Rn), v ≥

0, supp v ⊂ (−1/2, 1/2)nを取ると supp ϕ ∩ Zn = {0}, ϕ̂ = |v̂|2 ≥ 0であるから

0 ≤
∑
ν∈Zn

ϕ̂(2πν) = c
∑
ν∈Zn

ϕ(ν) = cϕ(0) = c

∫
Rn

v(x)2dx

となり c = 1を得る。よって (3)が従う。

(4) ⇒ (6) :　 ϕ ∈ S に対し ϕ2π ∈ S を ϕ2π(x) = (2π)nϕ(2πx)と定めると

(ϕ2π(ν)e−ν)(2πx) = (2π)nϕ(2πν) exp(−2πiv · x)

= (2π)n(ϕ(2πν)e−2πν)(x),

(τ2πνϕ̂2π)(2πx) = ϕ̂2π(2πx − 2πν)

= ϕ̂(x − ν) = (τνϕ̂)(x)

となるので、(4)に ϕ2πを適用した両辺を (2π)n/2で割ると (6)となる。

(6) ⇒ (4) :　 (4)⇒(6)の証明と同様。
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