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ベクトル空間の双対空間に就いて基本的な事項を纏めて置こう。係数体Kは実数体R又
は複素数体Cとする。

１．双対空間の定義　

X をK 上のベクトル空間とする。X 上の函数 ℓ : X → K は線型構造を保存する時、即ち
任意の a, b ∈ K 及び任意の x, y ∈ X に対し等式 ℓ(ax + by) = aℓ(x) + bℓ(y)を満たす時、
線型形式 linear form と謂う。X 上の線型形式 ℓ,m及び a, b ∈ K に対し各点 x ∈ X 毎に
(aℓ+ bm)(x) = aℓ(x)+ bm(x)と定める事に拠って函数 aℓ+ bm : X ∋ x 7→ (aℓ+ bm)(x) ∈ K

が定まり c, d ∈ K及び x, y ∈ Xに対し、等式

(aℓ+ bm)(cx+ dy) = aℓ(cx+ dy) + bm(cx+ dy)

= a(cℓ(x) + dℓ(y)) + b(cm(x) + dm(y))

= c(aℓ(x) + bm(x)) + d(aℓ(x) + bm(y))

= c(aℓ+ bm)(x) + d(aℓ+ bm)(y)

が成立つので aℓ + bmも線型形式となる。これよりX 上の線型形式全体にベクトル空間の
構造が入る。このベクトル空間 L(X;K)をX∗と表しXの双対空間 dual space と謂う。X

はベクトル空間であるから基底 (ei; i ∈ I)を持つ。各 i ∈ Iに対し e∗i ∈ X∗が

e∗i (ej) = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j

更には x =
∑
j∈J

cjej (cj ∈ K, J は Iの有限部分集合)に対し

e∗i (x) =

{
ci, i ∈ J

0, i ∈ I\J

と定義する事に拠って定まる。この時 (e∗i ; i ∈ I)はベクトル空間X∗の独立系を成す。実際
I の有限部分集合 J と (cj; j ∈ J)に因って

∑
j∈J

cje
∗
j = 0なる関係が在ったとすると任意の

i ∈ J に対し 0 =

(∑
j∈J

cje
∗
j

)
(ei) =

∑
j∈J

cje
∗
j(ei) = ci となるからである。Iが有限なら、即ち
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dimX = ♯I < ∞なら (e∗i ; i ∈ I)はX∗の生成系となる。実際任意の ℓ ∈ X∗を取り任意の
x ∈ Xを

x =
∑
i∈I

ciei =
∑
i∈I

e∗i (x)ei

と表すと

ℓ(x) = ℓ

(∑
i∈I

e∗i (x)ei

)
=
∑
i∈I

e∗i (x)ℓ(ei) =

(∑
i∈I

ℓ(ei)e
∗
i

)
(x)

を得るので等式
　 ℓ =

∑
i∈I

ℓ(ei)e
∗
i

が成立つからである。従って特に dimX∗ = dimX = ♯I < ∞なる関係が従う。

２．二重双対空間と求値写像　

ベクトル空間X∗の双対空間 (X∗)∗ = L(X∗;K) = L(L(X;K);K)をX∗∗と表しXの二重双
対空間又は双双対空間 bidual spaceと謂う。即ち ξ ∈ X∗∗とは任意のa, b ∈ K及び ℓ,m ∈ K∗

に対し ξ(aℓ+ bm) = aξ(ℓ) + bξ(m)を満たすX∗上の函数 ξ : X∗ → Kの事である。Xの元 x

を一つ取り ℓ ∈ X∗に対し ξx(ℓ) = ℓ(x)と置くと函数 ξx : X∗ ∋ ℓ 7→ ξx(ℓ) ∈ Kが定まる。任
意の a, b ∈ K及び ℓ,m ∈ X∗に対し

ξx(aℓ+ bm) = (aℓ+ bm)(x) = aℓ(x) + bm(x) = aξx(ℓ) + bξx(m)

となるので ξx ∈ X∗∗が従う。また任意の a, b ∈ K, x, y ∈ X, ℓ ∈ X∗に対し

ξax+by(ℓ) = ℓ(ax+ by) = aℓ(x) + bℓ(y) = aξx(ℓ) + bξx(ℓ) = (aξx + bξy)(ℓ)

が成立つので
ξax+by = aξx + bξy

を得る。そこで x ∈ X に対し ev(x) = ξx と置くと ev(ax + by) = ξax+by = aξx + bξy =

aev(x) + bev(y)となるので ev : X → X∗∗ は線型写像となる。evを求値写像 evaluation

mapping と謂う。

命題１　 ev : X → X∗∗は単射であり自然な埋め込みX ↪→ X∗∗を与える。Xが有限次元な
ら evは全射となり自然な同一視X = X∗∗を与える。

証明　任意に x ∈ Ker(ev)を取る。このとき ξx = ev(x) = 0であり、これは任意の ℓ ∈ X∗に
対し ℓ(x) = ξx(ℓ) = 0である事と同値となる。さて、x ̸= 0であるとするとXの基底 (ei; i ∈ I)

の添字集合 Iから有限部分集合 J ⊂ I及び cj ̸= 0(∀j ∈ J)なる cj ∈ Kを取り x =
∑
j∈J

cjejと

表す事が出来る。そこで ℓ =
∑
j∈J

cje
∗
j と置くと ℓ(x) =

∑
j∈J

c2j ̸= 0となる ℓ ∈ X∗が存在する事

となり矛盾が生じる。従って x = 0となりKer(ev) = {0}即ち evは単射となる。
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さて、dimX < ∞ならば evの単射性より

dim Im(ev) = dimX − dimKer(ev) = dimX = dimX∗ = dim(X∗)∗ = dimX∗∗

が従うので evは全射となる。

３．双対写像と二重双対写像　

ベクトル空間Xからベクトル空間 Y への線型写像全体の成すベクトル空間をL(X;Y )と表
す。T ∈ L(X;Y )及び ℓ ∈ Y ∗ = L(Y ;K)に対し ℓ ◦ T ∈ L(X;K) = X∗が定まる。任意の
a, b ∈ K, ℓ,m ∈ Y ∗, x ∈ Xに対し

((aℓ+ bm) ◦ T )(x) = (aℓ+ bm)(T (x)) = aℓ(T (x)) + bm(T (x))

= a(ℓ ◦ T )(x) + b(m ◦ T )(x) = (a(ℓ ◦ T )) + b(m ◦ T ))(x)

となるので
(aℓ+ bm) ◦ T = a(ℓ ◦ T ) + b(m ◦ T )

を得る。そこで T ∗(ℓ) = ℓ ◦ T と置くと、この関係は

T ∗(aℓ+ bm) = aT ∗(ℓ) + bT ∗(m)

と表され T ∗ : Y ∗ ∋ ℓ 7→ T ∗(ℓ) ∈ X∗は線型写像となる。即ち T ∗ ∈ L(Y ∗;X∗)となる。

任意のa, b ∈ K及びT, S ∈ L(X;Y ), ℓ ∈ Y ∗, x ∈ X

に対し

　　　 (ℓ ◦ (aT + bS))(x) = ℓ((aT + bS)(x))

　　　 = ℓ(aT (x) + bS(x))

　　　 = aℓ(T (x)) + bℓ(S(x))

　　　 = a(ℓ ◦ T )(x) + b(ℓ ◦ S)(x)
　　　 = (a(ℓ ◦ T ) + b(ℓ ◦ S))(x)

となるので
ℓ ◦ (aT + bS) = a(ℓ ◦ S) + b(ℓ ◦ T )

を得る。この関係は
(aT + bS)∗(ℓ) = (aT ∗ + bS∗)(ℓ)

と表され、これより (aT+bS)∗ = aT ∗+bS∗を得る。故に ∗ : L(X;Y ) ∋ T 7→ T ∗ ∈ L(Y ∗;X∗)

は線型写像となる。即ち ∗ ∈ L(L(X;Y );L(Y ∗;X∗))となる。

さて T ∈ L(X;Y )に対して T ∗ ∈ L(Y ∗;X∗)が定まった。この手続きをもう一回繰り返せ
ば T ∗ ∈ L(Y ∗;X∗)から T ∗∗ = (T ∗)∗ ∈ L((X∗)∗; (Y ∗)∗) = L(X∗∗;Y ∗∗)が定まる事になる。即
ち ξ ∈ X∗∗に対し T ∗∗(ξ) = ξ ◦ T ∗と置いて T ∗∗ ∈ L(X∗∗;Y ∗∗)が定まる。特に x ∈ Xとして
ev(x) = ξx ∈ X∗∗に作用させれば任意の ℓ ∈ Y ∗に対し

(T ∗∗ ◦ ξx)(ℓ) = (ξx ◦ T ∗)(ℓ) = ξx(T
∗(ℓ)) = ξx(ℓ ◦ T ) = (ℓ ◦ T )(x) = ℓ(T (x)) = ξ′T (x)(ℓ)
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を得る。ここに最後の ξ′yは y ∈ Y に対し ξ′y(m) = m(y),m ∈ Y ∗として得られる ξ′y ∈ Y ∗∗を
表すものとする。ev ∈ L(X;X∗)と同様に ev(y) = ξ′yと表す事にすれば、等式T ∗∗ ◦ξx = ξ′T (x)

は (T ∗∗ ◦ ev)(x) = ev(T (x))と同値となり、これは T ∗∗ ◦ ev = ev ◦ T と表す事が出来る。

X
T−−→ Y

ev

y yev

X∗∗ T ∗∗
−−→ Y ∗∗
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