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多変数函数 g : Rn → Rと一変数函数 f : R → Rの合成函数 f ◦ g : Rn → Rの高階導函数
を f と gの高階導函数を用いて具体的に表示する方法を纏めて置こう。ここでは多重指数の
記法は自由に用いるものとし函数は必要な滑らかさを持つものと仮定する。

1.一般の場合
α 6= 0なる α ∈ Zn

≥0に対し αを越えない 0でない多重指数の全体をΛ(α)とする：

Λ(α) = {β ∈ Zn
≥0; 0 6= β ≤ α}

Λ(α)に属す βの各成分 βjの各成分 βj を取り得る範囲は 0 ≤ βj ≤ αjであり
(β1, · · · , βn) = (0, · · · , 0)は排除されるので ♯Λ(α) =

n∏
j=1

(αj + 1)− 1である。

J(α) = {(jβ)β∈Λ(α) ∈ ZΛ(α)
≥0 ;

∑
β∈Λ(α)

jββ = α}

と置く。また 1 ≤ k ≤ |α|なる kに対し

Ik(α) = {(α(1), · · · , α(k)) ∈ (Λ(α))k ; α(1) + · · ·+ α(k) = α}

と置く。I1(α) = {α}, I|α|(α) = {(e1, · · · , e1︸ ︷︷ ︸
α1

, · · · , ej, · · · , ej︸ ︷︷ ︸
αj

, · · · , en, · · · , en︸ ︷︷ ︸
αn

)} となる。ここ

に (ej)はRnの標準単位ベクトルである。

定理 1　 α 6= 0なる α ∈ Zn
≥0に対し

1

α!
∂α(f ◦ g)

=

|α|∑
k=1

∑
(α(1),··· ,α(k))∈Ik(α)

1

k!
(f (k) ◦ g)

k∏
ℓ=1

∂α(ℓ)
g

α(ℓ)!

=
∑

(jβ)β∈Λ(α)∈J(α)

1∏
β∈Λ(α)

jβ!
(f (

∑
β∈Λ(α) jβ) ◦ g)

∏
β∈Λ(α)

(
∂βg

β!

)jβ
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(証明)　一点 a ∈ Rnでの f ◦ gのテイラー展開を考える。先ず f : R 3 y 7→ f(y) ∈ Rの
g(a) ∈ Rに於けるm次迄のテイラー展開に y = g(x)を代入すると

f(g(x))− f(g(a)) =
m∑
k=1

1

k!
f (k)(g(a))(g(x)− g(a))k + o(|x− a|m)

が従う。ここで g(x)− g(a) = O(|x− a|)を用いた。一方

g(x)− g(a) =
∑

1≤|α|≤m

1

α!
(∂αg)(a)(x− a)α + o(|x− a|m)

であるから k ≥ 1に対し

(g(x)− g(a))k =

 ∑
1≤|α|≤m

1

α!
(∂αg)(a)(x− a)α

k

+ o(|x− a|mk)

を得る。右辺の和の k乗の展開を二通りに表示しよう。初めに (αの重複を許して)直接展開
し各因子から現れる多重指数を α(1), · · · , α(k) と表すと

∑
1≤|α|≤m

· · ·
∑

1≤|α(k)|≤m

(
k∏

ℓ=1

(∂α(ℓ)
)(a)

α(ℓ)!

)
(x− a)α

(1)+···+α(k)

となる。次にN = ♯

 ⋃
|α|≤m

Λ(α)

 として
∑

1≤|α|≤m

1

α!
(∂αg)(a)(x− a)α =

N∑
j=1

1

α(j)!
(∂α(j)

g)(a)(x− a)α
(j)

と表し多項展開を用いると

∑
j1+···+jN=k

k!

j1! · · · jN !

 N∏
ℓ=1

(
(∂α(ℓ)

g)(a)

α(ℓ)!

)jℓ
 (x− a)j1α

(1)+···+jNα(N)

となる。
よって f ◦ gのテイラー展開は初めの方法を用いると

f(g(x))− f(g(a))

=
∑

1≤|α|≤m


|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

1

k!
f (k)(g(a))

k∏
ℓ=1

(∂α(ℓ)
g)(a)

α(ℓ)!

 (x− a)α + o(|x− a|m)
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となり次の方法を用いると

f(g(x))− f(g(a))

=
m∑
k=1

 ∑
j1+···+jN=k

1

j1! · · · jN !
f (k)(g(a))

N∏
ℓ=1

(
(∂α(ℓ)

g)(a)

α(ℓ)!

)jℓ
 (x− a)j1α

(1)+···+jNα(N)

+ o(|x− a|m)

=
∑

1≤|α|≤m

 ∑
j1α(1)+···+jNα(N)=α

1

j1! · · · jN !
f (j1+···+jN )(g(a))

N∏
ℓ=1

(
(∂α(ℓ)

g)(a)

α(ℓ)!

)jℓ
 (x− a)α

+ o(|x− a|m)

となる。夫々のテイラー展開の (x− a)αの係数はテイラー展開の一意性により
1

α!
∂α(f ◦ g)(a)

に等しいので定理の等式が従う。

2.一次元の場合
前節の特別な場合として一次元の問題を考える。m ∈ Z>0に対し

Λ(m) = {k ∈ Z; 1 ≤ k ≤ m}, ♯Λ(m) = m

であるから

J(m) = {(j1, · · · , jm) ∈ Zm
≥0;

m∑
ℓ=1

ℓjℓ = j1 + 2j2 + · · ·+mjm = m}

となり 1 ≤ k ≤ mなる k ∈ Zに対し

Ik(m) = {(i1, · · · , ik) ∈ Zk
>0; i1 + · · ·+ ik = m}

となる。従って定理 1は次の様に書き換えられる。

定理 2　 f : R → R, g : R → R, m ∈ Z>0に対し
1

m!
(f ◦ g)(m)

=
m∑
k=1

∑
i1+···+ik=m

i1,··· ,ik ̸=0

1

k!
(f (k) ◦ g)

k∏
ℓ=1

g(iℓ)

iℓ!

=
∑

j1+2j2+···+mjm=m

j1,j2,··· ,jm≥0

1

j1! · · · jm!
(f (j1+···+jm) ◦ g)

m∏
ℓ=1

(
g(ℓ)

ℓ!

)jℓ
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3.応用例
ここでは幾つかの応用例を挙げよう。

命題 1　 α 6= 0なる α ∈ Zn
≥0及び t > 0に対し

|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

α! tk
k∏

ℓ=1

|αℓ|!
α(ℓ)!

= |α|! t(1 + t)|α|−1

(証明)　 0 < s < 1に対し Us = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn;x1 + · · ·+ xn < 1− s}とし
g : Us → R, f : (−∞, 1/s) → Rを

g(x) =
1

1− (x1 + · · ·+ xn)
, x ∈ Us,

f(y) =
1

1− sy
, y < 1/s

で定める。このとき

f(g(x)) =

1
g(x)

1
g(x)

− s
=

1− (x1 + · · ·+ xn)

1− s− (x1 + · · ·+ xn)

= 1 +
s

1− s− (x1 + · · ·+ xn)

であるから
∂α(f ◦ g)(x) = |α|! s(1− s− (x1 + · · ·+ xn))

−|α|−1

となる。一方 g(0) = 1,

f (k)(y) = k! sk(1− sy)−k−1,

(∂βg)(x) = |β|! (1− (x1 + · · ·+ xn))
−|β|−1

であるから定理 1を適用し x = 0とすると

|α|! s(1− s)−|α|−1 =

|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

α!
sk

(1− s)k+1

k∏
ℓ=1

|α(ℓ)|!
α(ℓ)!

となる。そこで
t =

s

1− s
⇔ s =

t

1 + t

と置いて
|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)

α(1),··· ,α(k) ̸=0

α! tk
k∏

ℓ=1

|α(ℓ)|!
α(ℓ)!

= |α|! s(1− s)−|α| = |α|! s
(
t

s

)|α|

= |α|! t|α|s−|α|+1 = |α|! t|α|(t/(1 + t))−|α|+1 = |α|! t(1 + t)|α|−1
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を得る。

命題 2　 s ∈ R, x ∈ Rnに対し 〈x〉s = (1 + |x|2)s/2と置く。このとき任意の α ∈ Zn
≥0に対し

次の不等式が成立つ：
|∂α〈x〉s| ≤ ((|s| ∨ 2) + 1)|α||α|! 〈x〉s−|α|

(証明)　 f(y) = (1 + y)s/2, g(x) = |x|2とすれば f (k)(y) =

(
k−1∏
ℓ=0

(s
2
− ℓ
))

(1 + y)s/2−k,

〈x〉s = (f ◦ g)(x)であるから定理 1を用いると

∂α〈x〉s =
|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

α!

k!

(
k−1∏
ℓ=0

(s
2
− ℓ
))

〈x〉s−2k

k∏
ℓ=1

∂α(ℓ)|x|2

α(ℓ)!

となる。ここで

∂α(ℓ)|x|2 =


0 (|α(ℓ)| ≥ 3)

0または 2 (|α(ℓ)| = 2)

2xα(ℓ)
(|α(ℓ)| = 1)

であるから
|∂α(ℓ) |x|2| ≤ 2|x|2−|α(ℓ)|

が成立ち α(1) + · · ·+ α(k) = αであるから
k∏

ℓ=1

|∂α(ℓ) |x|2| ≤ 2k|x|2k−(|α(1)|+···+|α(k)|) = 2k|x|2k−|α|

≤ 2k〈x〉2k−|α|

を得る。さて |s| ≤ 2ならば∣∣∣∣k−1∏
ℓ=0

(s
2
− ℓ
)∣∣∣∣ ≤ k−1∏

ℓ=0

(∣∣∣s
2

∣∣∣+ ℓ
)
≤

k−1∏
ℓ=0

(1 + ℓ) = k!

|s| ≥ 2ならば ∣∣∣∣k−1∏
ℓ=0

(s
2
− ℓ
)∣∣∣∣ ≤ k−1∏

ℓ=0

(∣∣∣s
2

∣∣∣+ ℓ
)
≤

k−1∏
ℓ=0

∣∣∣s
2

∣∣∣ (1 + ℓ) =
∣∣∣s
2

∣∣∣k k!
と評価する事により ∣∣∣∣k−1∏

ℓ=0

(s
2
− ℓ
)∣∣∣∣ ≤ (1 ∨ ∣∣∣s2∣∣∣)k k!
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を得る。以上より

|∂α〈x〉s| ≤


|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

α! (2 ∨ |s|)k
k∏

ℓ=1

1

α(ℓ)!

 〈x〉s−|α|

≤


|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

α! (2 ∨ |s|)k
k∏

ℓ=1

|α(ℓ)|!
α(ℓ)!

 〈x〉s−|α|

= |α|! (2 ∨ |s|)(1 + (2 ∨ |s|))|α|−1〈x〉s−|α|

が従う。最後の等式は命題 1による。

命題 2と同様の議論により次の不等式が成立つ。
|∂α|x|s| ≤ ((|s| ∨ 2) + 1)|α| |α|! |x|s−|α|

これより特に次の不等式が従う：
|∂α|x|| ≤ 3|α||α|! |x|1−|α|, |∂α(|x|−1)| ≤ 3|α| |α|! |x|−1−|α|

命題 3　 f : Rn → Rは零点を持たないものとすると α 6= 0なる α ∈ Zn
≥0に対し

∂α

(
1

f

)
=

|α|∑
k=1

∑
α(1)+···+α(k)=α

α(1),··· ,α(k) ̸=0

(−1)kα!
k∏

ℓ=1

α(ℓ)!

1

f

k∏
ℓ=1

∂α(ℓ)
f

f

(証明)　定理 1の f を f(y) = 1/yとし、gを改めて f と書き直せば
dk

dyk
1

y
=

(−1)kk!

yk+1

である事から系が従う。

命題 4　
dm

dxm

(
f
(a
x

))
= (−1)m

m−1∑
j=0

(
m

j

)
(m− 1)!

(m− j − 1)!

am−j

j!
xj−2mf (m−j)

(a
x

)

系 1　
dm

dxm
exp

(a
x

)
=

[
(−1)m

m−1∑
j=0

(
m

j

)
(m− 1)!

(m− j − 1)!

am−j

j!
xj

]
1

x2m
exp

(a
x

)
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系 2　
dm

dxm
exp

(
− 1

1− x2

)

=

 ∑
0≤2j≤m

0≤k≤m−j−1

(
m− j

m− j − k

)
(−1)m−j−km!(m− j − 1)!2m−2j

(m− 2j)!j!k!(k − 1)!
xm−2j(1− x2)k+2j



1

(1− x2)2m
exp

(
− 1

1− x2

)

(証明)　定理 2を g(x) = a/xとして用いると g(ℓ)(x) = (−1)ℓℓ! ax−ℓ−1であるから

dm

dxm

(
f
(a
x

))
=

m∑
k=1

∑
i1+···+ik=m

i1,··· ,ik ̸=0

m!

k!
f (k)

(a
x

) k∏
ℓ=1

(−1)iℓax−iℓ−1

=
m∑
k=1

∑
i1+···+ik=m

i1,··· ,ik ̸=0

m!

k!
f (k)

(a
x

)
(−1)makx−m−k

= (−1)m
m∑
k=1

( ∑
i1+···+ik=m

i1,··· ,ik ̸=0

1

)
m!

k!
akx−m−kf (k)

(a
x

)

= (−1)m
m∑
k=1

(
m− 1

k − 1

)
m!

k!
akx−m−kf (k)

(a
x

)

= (−1)m
m∑
k=1

(m− 1)!

(m− k)!(k − 1)!

m!

k!
akx−m−kf (k)

(a
x

)

= (−1)m
m−1∑
j=0

(
m

j

)
(m− 1)!

(m− j − 1)!

am−j

j!
xj−2mf (m−j)

(a
x

)
を得る。この等式をf(x) = exに対して用いたものが系1である。次にf(y) = exp(−1/y), g(x) =
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1− x2として定理 2を用いると ℓ ≥ 3ならば g(ℓ) = 0であるから
dm

dxm

(
exp

(
− 1

1− x2

))

=
∑

j1+2j2+···+mjm=m

m!

j1! · · · jm!
f (j1+···+jm)(g(x))

m∏
ℓ=1

(
g(ℓ)(x)

ℓ!

)jℓ

=
∑

j1+2j2=m

m!

j1!j2!
f (j1+j2)(g(x))

(
−2x

1!

)j1 (−2

2!

)j2

=
∑

0≤2j≤m

(−1)m−jm!2m−2j

(m− 2j)!1!
xm−2jf (m−j)(g(x))

が成立つ。f (m−j)(g(x))を系 1を用いて表すと

f (m−j)(g(x)) =

[
(−1)m−j

m−j−1∑
k=0

(
m− j

m− j − k

)
(m− j − 1)!

(k − 1)!

(−1)m−j−k

k!
(g(x))k

]
f(g(x))

(g(x))2(m−j)

= (−1)m−j

[
m−j−1∑
k=0

(
m− j

m− j − k

)
(m− j − 1)!

(k − 1)!

(−1)m−j−k

k!
(1− x2)k+2j

]
1

(1− x2)2m
exp

(
− 1

1− x2

)
となる。以上より系 2が従う。

注　系 1、系 2は
dm

dxm
exp

(a
x

)
= Pm−1(x)

1

x2m
exp

(a
x

)
,

dm

dxm
exp

(
− 1

1− x2

)
= Q3m−2(x)

1

(1− x2)2m
exp

(
− 1

1− x2

)
,

Pm−1(x)は (m− 1)次の多項式、Q3m−2(x)は (3m− 2)次の多項式

の形の表示を具体的に書き下したものである。

命題 5　
dm

dxm
(f(ax2)) =

∑
0≤2j≤m

m!2m−2j

(m− 2j)!j!
am−jxm−2jf (m−j)(ax2)

系 1

dm

dxm
(exp(ax2)) =

[ ∑
0≤2j≤m

m!2m−2j

(m− 2j)!j!
am−jxm−2j

]
exp(ax2)
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(証明)　定理 2を g(x) = ax2として用いると

dm

dxm
(f(ax2)) =

∑
j1+2j2+···+mjm=m

m!

j1! · · · jm!
f (j1+···+jm)(g(x))

m∏
ℓ=1

(
g(ℓ)(x)

ℓ!

)jℓ

=
∑

j1+2j2=m

m!

j1!j2!
f (j1+j2)(g(x))

(
2ax

1!

)j1 (2a

2!

)j2

=
∑

j1+2j2=m

m!2j1

j1!j2!
aj1+j2xj1f (j1+j2)(g(x))

=
∑

0≤2j≤m

m!2m−2j

(m− 2j)!j!
am−jxm−2jf (m−j)(ax2)

を得る。この等式を f(x) = exに対して用いたものが系 1である。
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