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“Serious numbers will speak to us always,” Paul Simon

ペアノの公理を基礎とした自然数の定義から始めて、整数・有理数・実数・複素数の構
成に就いて纏めて置こう。集合・写像・代数系の基礎概念は自由に用いる。

1. 自然数

集合N，Nの元 e，写像 φ : N → Nが次の三つの性質 (P1)(P2)(P3)を持つときペアノの
公理を満たすと謂う：

(P1) φは単射である

(P2) φ(N) ⊂ N\{e}

(P3) Nの部分集合M は次の二つの条件 (a)(b)を満たすならばM = N

(a) e ∈ M

(b) φ(M) ⊂ M

定義　ペアノの公理を満たす (N, e, φ)をペアノ系と定義する。集合Nの元を自然数と謂う。

註　 (P3)の下で (P2)はφ(N) = N\{e}と同値である。実際 (P2)(P3)の下M = φ(N)∪{e}
と置けば e ∈ M,φ(M) ⊂ M であるからM = Nとなり φ(N) = N\{e}が従う。

定理１（加法の存在と一意性）　任意の n ∈ Nに対し次の性質 (1)(2)を満たす写像
fn : N → Nが一意的に存在する。　

(1) fn(e) = φ(n)

(2) fn ◦ φ = φ ◦ fn

更にこのとき次が成立つ。

(3) fe = φ

(4) fφ(n) = φ ◦ fn = fn ◦ φ
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（証明）　先ず (1)(2)を満たす写像の一意性を示そう。もう一つの写像 f ′
n : N → Nが

f ′
n(e) = φ(n)及び f ′

n ◦ φ = φ ◦ f ′
nを満たしているとする。集合Mnを

Mn = {k ∈ N; fn(k) = f ′
n(k)}

と定義すると fn(e) = φ(n) = f ′
n(e)故 e ∈ Mnが従う。任意の k ∈ Mnを取る。fn(k) =

f ′
n(k)であるので (2)より等式

fn(φ(k)) = φ(fn(k)) = φ(f ′
n(k)) = f ′

n(φ(k))

が従う。これは φ(k) ∈ Mn 即ち φ(Mn) ⊂ Mn を意味する。(P3)によりMn = N即ち
fn = f ′

nを得る。
次に (1)-(4)を満たす fnを構成しよう。その為M = {n ∈ N; 性質 (1)(2)を満たす写像

fn : N → Nが存在する }と定義する。fe = φと置くと fe(e) = φ(e)であり fe ◦φ = φ◦φ =

φ◦fe 故 e ∈ Mが従う。任意のk ∈ Mに対しφ(k) ∈ Mとなる事を示そう。仮定より (1)(2)

を満たす fk : N → Nが存在する。そこで fφ(k) = φ ◦ fkと置くと fφ(k)(e) = (φ ◦ fk)(e) =
φ(fk(e)) = φ(φ(k))及び fφ(k) ◦ φ = (φ ◦ fk) ◦ φ = φ ◦ (fk ◦ φ) = φ ◦ (φ ◦ fk) = φ ◦ fφ(k)
となり φ(k) ∈ M が従う。(P3)によりM = N即ち任意の n ∈ Nに対し (1)-(4)を満たす
fn : N → Nの存在が示された。

定義　二項演算 f• : N× N ∋ (m,n) 7→ fm(n) ∈ NをNに於ける加法と謂う。

定理２（加法の基本性質）

(1) 任意の n ∈ Nに対し fnは単射であり不動点を持たない。

(2) N \ {e} = {fn(e);n ∈ N}

(3) （加法の可換則）　任意のm,n ∈ Nに対し

fm(n) = fn(m)

(4) （加法の結合則）　任意のm,n ∈ Nに対し

fm ◦ fn = fn ◦ fm = ffm(n) = ffn(m)

（証明）　

(1) 集合M を
M = {n ∈ N; fnは単射である }

と定義する。φ = feは単射であるから e ∈ M が従う。任意の n ∈ M を取る。fnは
単射故 fφ(n) = φ ◦ fnも単射となり φ(n) ∈ M が従う。故にM = Nである。次に
n ∈ Nに対し

Mn = {k ∈ N; fn(k) ̸= k}

と定義する。fn(e) = φ(n) ∈ φ(N) = N \ {e}故 e ∈ M が従う。任意の k ∈ Nを取
る。fn(k) ̸= kであり φは単射であるから φ(fn(k)) ̸= φ(k)が従い左辺は fn(φ(k))

に等しいので φ(k) ∈ Mnが従う。故にMn = Nとなる。
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(2) 集合M を
M = {e} ∪ {fn(e);n ∈ N}

と定義する。fn(e) = φ(n) ∈ φ(N) = N \ {e}故 e /∈ {fn(e);n ∈ N}が従う。任意の
m ∈ M を取る。m = eなら φ(e) = fe(e)故 φ(e) ∈ M となる。m ̸= eなら n ∈ Nが
存在してm = fn(e)となる。このときφ(m) = (φ ◦ fn)(e) = fφ(n)(e)よりφ(m) ∈ M

となる。以上より φ(M) ⊂ M を得るのでM = Nとなる。これより (2)が従う。

(3) n ∈ Nに対し
Mn = {k ∈ N; fn(k) = fk(n)}

と定義する。fn(e) = φ(n) = fe(n)故 e ∈ M が従う。任意の k ∈ Mnを取る。等式
fn(k) = fk(n)より fn(φ(k)) = φ(fn(k)) = φ(fk(n)) = (φ ◦ fk)(n) = fφ(k)(n)を得る
ので φ(k) ∈ Mnが従う。以上より φ(Mn) ⊂ Mn更にMn = Nが従う。

(4) m,n ∈ Nに対し
Mm,n = {k ∈ N; (fm ◦ fn)(k) = ffm(n)(k)}

と定義する。fm(fn(e)) = fm(φ(n)) = φ(fm(n)) = ffm(n)(e)故 e ∈ Mm,nが従う。任
意の k ∈ Mm,nを取る。等式 fm(fn(k)) = ffm(n)(k)より

(fm ◦ fn)(φ(k)) = φ(fm(fn(k))) = φ(ffm(n)(k)) = ffm(n)(φ(k))

を得るので φ(k) ∈ Mm,nが従う。以上より任意のm,n ∈ Nに対し

fm ◦ fn = ffm(n)

が成立つ。(3)により fm(n) = fn(m)であり上式でmと nを入れ替えると

fm ◦ fn = ffm(n) = ffn(m) = fn ◦ fm

が従う。

定理３（自然数の比較可能性）　任意のm,n ∈ Nに対し、次の三つの場合の何れかの一
つが成立つ：

(1) 唯一つの j ∈ Nが存在して m = fj(n)

(2) m = n

(3) 唯一つの k ∈ Nが存在して n = fk(m)

（証明）　定理２の (1)より、上の (1)と (2)は同時に成立せず、(2)と (3)も同時に成立し
ない。また (1)と (3)が同時に成立つと仮定すればm = fj(n) = fj(fk(m)) = ffj(k)(m)と
なり定理２の (1)に矛盾する。さて任意の n ∈ Nを取る。集合Mnを

Mn = {m ∈ N;mは nに対し (1)(2)(3)の何れか一つを満たす }
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と定義する。先ず e ∈ Mn を示そう。n = eなら (2)が成立する事になる。n ̸= eなら
n ∈ N \ {e}なので定理２の (2)により (3)が成立する事になる。次に φ(Mn) ⊂ Mnを示
そう。任意のm ∈ Mnを取る。mは nに対し (1)(2)(3)の何れか一つを満たしている。

(1)の場合：唯一つの j ∈ Nが在ってm = fj(n)となる。このとき φ(m) = (φ ◦ fj)(n) =
fφ(j)(n) となり φ(m)は nに対し (1)を満たす。

(2)の場合：m = nよりφ(m) = φ(n) = fe(n)が従うので φ(m)は nに対し (1)を満たす。

(3)の場合：唯一つの k ∈ Nが在って n = fk(m)となる。このとき k = eなら φ(m) =

fe(m) = n故φ(m)は nに対し (2)を満たす。k ̸= eなら k ∈ N \ {e}故定理２の (2)により
ℓ ∈ Nが存在し k = fℓ(e)となる。従ってn = fk(m) = ffℓ(e)(m) = (fℓ ◦fe)(m) = fℓ(φ(m))

となり φ(m)は nに対し (3)を満たす。

以上によりMn = Nが従う。これが示すべき事であった。

定義　 n ∈ Nに依るNの切片N<nを

N<n = {m ∈ N;唯一つの k ∈ Nが存在して n = fk(m)}

で定義する。また
N≤n = {n} ∪ N<n

と表す。

命題１（切片の基本性質）

(1) N<e = ∅, N≤e = N<φ(e) = {e}, N≤φ(e) = {e, φ(e)}

(2) 任意の n ∈ Nに対し

N<φ(n) = N≤n = {n} ∪ N<n, {n} ∩ N<n = ∅
N≤φ(n) = {φ(n)} ∪ N≤n = {n, φ(n)} ∪ N<n

(3) 　任意の n ∈ N及び任意のm ∈ N≤nに対しN≤m ⊂ N≤n

(4) 　任意の n ∈ N及び任意のm ∈ N<nに対しN≤m ⊂ N<n

(5) 　任意の n ∈ N及び任意のm ∈ N≤nに対しN<m ⊂ N<n

(6) 　m,n ∈ Nに対し次は同値

　 (i) m = n (ii) N≤m = N≤n (iii) N<m = N<n

(7) 　任意の n ∈ N \ {e}及び任意の k ∈ N<nに対し φ(k) ∈ N≤n

(8) 　任意の n ∈ Nに対し φ(N<n) = N<φ(n) \ {e}, φ(N≤n) = N≤φ(n) \ {e}

(9) 　 {e} =
∩
{N≤n;n ∈ N}
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（証明）

(1) N<e ̸= ∅ならばm, k ∈ Nが存在して e = fk(m)を満たす。k = eならば e = fe(m) =

φ(m) ∈ N\{e}となり矛盾。k ̸= eなら定理２の (2)により ℓ ∈ Nが存在してk = fℓ(e)

と表される。このとき e = fk(m) = ffℓ(e)(m) = (fe ◦ fℓ)(m) = φ(fℓ(m)) ∈ N \ {e}
となり矛盾。よって N<e = ∅が従う。φ(e) = fe(e)より e ∈ N<φ(e)となる。一方
φ(e) = fk(m)なる k,m ∈ Nが存在したとする。k ̸= eなら上と同様 k = fℓ(e)なる
ℓ ∈ Nが存在するのでφ(e) = φ(fℓ(m))が成立するがφの単射性により e = fℓ(m)を
得る事になり上の議論からこれは矛盾である。従って k = e, φ(e) = fe(m)の可能性
のみ残される事となるが fe = φの単射性により e = mが従う。故にN<φ(e) = {e}を
得る。定義によりN≤e = {e}∪N<e = {e} 及びN≤φ(e) = {φ(e)}∪N<φ(e) = {e, φ(e)}
が従う。

(2) 定理２の (1)より n /∈ N<nであるので {n} ∩ N<n = ∅が従う。次に N<n ⊂ N<φ(n)

を示そう。任意のm ∈ N<nに対し k ∈ Nが存在し n = fk(m)となる。このとき
φ(n) = φ(fk(m)) = ffk(e)(m)故 m ∈ N<φ(n) となり N<n ⊂ N<φ(n) が従う。さて
n ∈ N<φ(n)である事は φ(n) = fe(n)より直ちに従う。m ∈ N<φ(n)\N<nとすると
k ∈ Nが存在してφ(n) = fk(m)を得る。ここで k = eならφの単射性によりm = n

となる。k ̸= eなら前と同様 k = fℓ(e)なる ℓ ∈ Nが在って φ(n) = φ(fℓ(m))とな
り φの単射性により n = fℓ(m)が従うがこれはm /∈ N<n に矛盾する。以上より
N<φ(n) = {n} ∪ N<nが従う。(2)の残りの関係式は定義より直ちに従う。

(3) n ∈ N及びm ∈ N≤nを取る。m = nならば包含関係は等式として成立つ。m ̸= nな
らばm ∈ N<n故 k ∈ Nが在って n = fk(m)となる。任意の j ∈ N≤mに対し j = m

ならば j = m ∈ N<n ⊂ N≤nであり j ∈ N<mならば ℓ ∈ Nが在ってm = fℓ(j)と
なる。このとき n = fk(m) = (fk ◦ fℓ)(j) = ffk(ℓ)(j)故 j ∈ N<nとなる。以上より
N≤m ⊂ N≤nが従う。

(4) (3)の証明より従う。

(5) (3)の証明より従う。

(6) (i)⇒ (ii), (i)⇒ (iii)であるので (ii)⇒(i)及び (iii)⇒(i)を示せば良い。N≤m = N≤n

であるとする。m ∈ N≤n故m = nであるか或る j ∈ Nに対して n = fj(m)であるか
のどちらかである。一方n ∈ N≤m故n = mであるか或る k ∈ Nに対してm = fk(n)

であるかのどちらかである。このうちm = nの場合以外 fjまたは fkが不動点を持
つ事になり矛盾を生ずる。故にm = nが成立つ。次に N<m = N<nであるとする。
m ̸= nとすると定理３によりm = fj(n)なる j ∈ Nが存在するか n = fk(m)なる
k ∈ Nが存在する。前者ならm ∈ N<nであるがm /∈ N<m故矛盾であり後者なら
n ∈ N<mであるが n /∈ N<n故矛盾である。故にm = nが成立つ。

(7) n ∈ N \ {e}及び k ∈ N<n に対し ℓ ∈ Nが在って n = fℓ(k)となる。このとき
φ(n) = φ(fℓ(k)) = fℓ(φ(k))故 φ(k) ∈ N<φ(n) = N≤nが従う。

(8) (7)よりφ(N<n) ⊂ N<φ(n)が従う。φ(N<n) ⊂ φ(N) = N\{e}よりφ(N<n) ⊂ N<φ(n) \
{e}が従う。任意のm ∈ N<φ(n) \ {e}に対し j ∈ Nが在って φ(n) = fj(m)となる。
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m ∈ N \ {e} = φ(N)故 k ∈ Nが在ってm = φ(k)となるので φ(n) = fj(φ(k)) =

φ(fj(k))が従う。φの単射性によりn = fj(k)となるのでk ∈ N<nとなりm = φ(k) ∈
φ(N<n)が従う。以上よりφ(N<n) = N<φ(n) \ {e}となる。両辺に {φ(n)}を合併すれ
ば φ(N≤n) = N≤φ(n) \ {e}が従う。

(9) 定理２の (2)より任意の n ∈ Nに対し e ∈ N≤nとなる。一方m ∈
∩
{N≤n;n ∈ N}な

ら n = eとしてm ∈ N≤e = {e}となりm = eが従う。

定理４（帰納法に依る点列の定義）　Xを集合とし aをXの元とする。Φ : N×X → X

を写像とする。このとき写像 F : N → X で次の性質 (1)(2)を満たすものが唯一つ存在
する。

(1) F (e) = a

(2) 任意の n ∈ Nに対し F (φ(n)) = Φ(n, F (n))

（証明）　先ず (1)(2)を満たす写像の一意性を示そう。もう一つの写像 F ′ : N → X が
F ′(e) = a及び F ′(φ(n)) = Φ(n, F ′(n))を任意の n ∈ Nに就いて満たしているとする。集
合M を

M = {n ∈ N;F (n) = F ′(n)}

と定義する。F (e) = a = F ′(e)故 e ∈ M が従う。任意の n ∈ M を取る。F (n) = F ′(n)で
あるのでF (φ(n)) = Φ(n, F (n)) = Φ(n, F ′(n)) = F ′(φ(n))となりφ(n) ∈ Mが従う。以上
よりM = N即ち F = F ′を得る。
次に (1)(2)を満たす F を構成しよう。その為

M = {n ∈ N;任意のℓ ∈ N≤nに対し写像Fℓ : N≤ℓ → Xが存在し条件 (i)n(ii)n(iii)nを満たす}

と定義する。ここに

(i)n Fn(e) = a

(ii)n 任意の k ∈ N<nに対し Fn(φ(k)) = Φ(k, Fn(k))

(iii)n 任意のm ∈ N<n, k ∈ N≤mに対し Fn(k) = Fm(k)

とする。

さて Fe : N≤e → X を Fe(e) = aと定義すると e ∈ M が従う。任意に n ∈ M を取る。こ
のとき任意の ℓ ∈ N≤nに対し Fℓ : N≤ℓ → Xが存在して上の (i)n(ii)n(iii)nが満たされてい
る。そこで Fφ(n) : N≤φ(n) → Xを{

Fφ(n)(k) = Fn(k), k ∈ N≤n

Fφ(n)(φ(n)) = Φ(n, Fn(n))

と定義する。Fφ(n)(e) = Fn(e) = a故 Fφ(n) は (i)φ(n) を満たす。任意の k ∈ N<φ(n) =

{n}∪N<nを取る。k ∈ N<nならφ(k) ∈ N≤n故Fφ(n)の定義よりFφ(n)(φ(k)) = Fn(φ(k))と
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なりFnは (ii)nを満たすからFn(φ(k)) = Φ(k, Fn(k))でありFφ(n)(φ(k)) = Φ(k, Fm(k)) =

Φ(k, Fφ(n)(k))が従う。k = nならFφ(n)の定義よりFφ(n)(φ(n)) = Φ(n, Fn(n)) = Φ(n, Fφ(n)(n))

が従う。故に Fφ(n)は (ii)φ(n)を満たす。さて任意のm ∈ N<φ(n), k ∈ N≤m を取る。この
とき k ∈ N≤n 故 Fφ(n) の定義により Fφ(n)(k) = Fn(k)であり m = nならこの等式は
Fφ(n)(k) = Fm(k)を意味しm ∈ N<n なら (iii)n により Fφ(n)(k) = Fm(k)が従う。故に
Fφ(n)は (iii)φ(n)を満たす。

以上より φ(M) ⊂ M となりM = Nが従う。
そこで F : N → Xを F (n) = Fn(n), n ∈ Nと定めると

F (e) = Fe(e) = a

F (φ(n)) = Fφ(n)(φ(n)) = Φ(n, Fn(n)) = Φ(n, F (n))

となり性質 (1)(2)が満たされる事が分かる。

定理５（ペアノ系の一意性）

ペアノ系は同型を除いて一意的である。即ち (N, e, φ)と (N′, e′, φ′)を二つの自然数の
系とすると次の性質 (1)(2)を満たす全単射 F : N → N′が唯一つ存在する：

N F−−−→ N′

φ

y yφ′

N F−−−→ N′

(1) F (e) = e′

(2) F ◦ φ = φ′ ◦ F 即ち任意の n ∈ Nに対し F (φ(n)) = φ′(F (n))

（証明）　定理４をX = N′, Φ(n, n′) = φ(n′), (n, n′) ∈ N×Xに対して用いるとF : N → N′

が一意的に存在し (1)(2)が成立つ事が分かる。
次に F の全射性を示そう。N′の部分集合M ′を

M ′ = {F (n) ∈ N′;n ∈ N}

　
と定義する。(1)より e′ ∈ M ′が従う。任意にm′ ∈ M ′を取る。n ∈ Nが在ってm′ = F (n)

となる。このとき φ′(m′) = (φ′ ◦ F )(n) = F (φ(n))故 φ′(m′) ∈ M 即ち φ′(M ′) ⊂ M ′が従
う。(N′, e′, φ′)はペアノの公理を満たすのでM ′ = N′となり f の全射性が従う。
最後に F の単射性を示そう。Nの部分集合M を

M = {n ∈ N;m ∈ Nが存在し F (n) = F (m)なるときm = n}

と定義する。M = Nを示せば良い。

e ∈ M なること：　m ∈ Nは F (e) = F (m)を満たすとする。m ̸= eならば n ∈ Nが在っ
てm = φ(n)となる。このとき F (m) = F (φ(n)) = φ′(F (n))より e′ = F (e) = F (m) =

φ′(F (m)) ∈ φ′(N′) = N′ \ {e′}を得るが、これは矛盾である。
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φ(M) ⊂ M なること：　任意に n ∈ M を取る。m ∈ Nは F (φ(n)) = F (m)を満たすとし
てm ̸= φ(n)を仮定する。m = eならF (φ(n)) = F (e)となり e ∈ M故 e = φ(n)が従い矛
盾となる。m ̸= eなら k ∈ Nが在ってm = φ(k)となる。このときφ′(F (n)) = F (φ(n)) =

F (m) = F (φ(k)) = φ′(F (k))となり φ′は単射故 F (n) = F (k)が従う。n ∈ M 故 n = kが
従う。故に φ(n) = φ(k) = mとなり矛盾を生ずる。以上より φ(n) = mとなり φ(n) ∈ M

が従う。

定理６（乗法の存在と一意性）　任意の n ∈ Nに対し次の性質 (1)(2)を満たす写像
gn : N → Nが一意的に存在する：

(1) gn(e) = n

(2) gn ◦ φ = fn ◦ gn

更にこのとき次が成立つ。

(3) ge = id

(4) 任意のm ∈ Nに対して gφ(n)(m) = fm(gn(m))

（証明）　先ず (1)(2)を満たす写像の一意性を示そう。もう一つの写像 g′n : N → Nが
g′n(e) = n及び g′n ◦ φ = fn ◦ g′nを満たしているとする。集合Mnを

Mn = {k ∈ N; gn(k) = g′n(k)}

と定義すると gn(e) = n = g′n(e)故 e ∈ Mnが従う。任意の k ∈ Mnを取る。gn(k) = g′n(k)

であるので (2)より等式

gn(φ(k)) = fn(gn(k)) = fn(g
′
n(k)) = g′n(φ(k))

が従う。これは φ(k) ∈ Mn即ち φ(Mn) ⊂ Mnを意味する。従ってMn = N即ち gn = g′n
を得る。
次に (1)-(4)を満たす gn を構成しよう。その為M = {n ∈ N;性質 (1)(2)を満たす写

像 gn : N → Nが存在する }と定義する。ge = idと置くと ge(e) = eであり ge ◦ φ =

φ = fe = fe ◦ ge 故 e ∈ M が従う。任意の k ∈ M を取る。φ(k) ∈ M となる事を示
そう。仮定により (1)(2)を満たす gk : N → Nが存在する。そこで gφ(k) : N → Nを
gφ(k)(m) = fm(gk(m)), m ∈ Nで定めると gφ(k)(e) = fe(gk(e)) = fe(k) = φ(k)となり gφ(k)
は (1)を満たす。また gk ◦ φ = fk ◦ gkであるから

(gφ(k) ◦ φ)(m) = gφ(k)(φ(m)) = fφ(m)(gk(φ(m))) = fφ(m)(fk(gk(m)))

= (fm ◦ φ ◦ fk)(gk(m))

= (fm ◦ fφ(k))(gk(m))

= (fφ(k) ◦ fm)(gk(m))

= fφ(k)(gφ(k)(m)) = (fφ(k) ◦ gφ(k))(m)
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となり gφ(k)は (2)も満たす。以上でM = N即ち任意の n ∈ Nに対し (1)-(4)を満たす
gn : N → Nの存在が示された。

定義　二項演算 g• : N× N ∋ (m,n) 7→ gm(n) ∈ NをNに於ける乗法と謂う。

定理７（乗法の基本性質）

(1) 任意の n ∈ Nに対し gnは単射であり n ̸= eならば gnは不動点を持たない。

(2) N = {gn(e);n ∈ N}

(3) （乗法の可換則）任意のm,n ∈ Nに対し

gm(n) = gn(m)

(4) （乗法の結合則）任意のm,n ∈ Nに対し

gm ◦ gn = gn ◦ gm = ggm(n) = ggn(m)

(5) （加法に対する乗法の分配則）　任意のm,n ∈ Nに対し

gm ◦ fn = fgm(n) ◦ gm

（証明）　 (2)(3)(5)(4)(1)の順に証明する。

(2) gn(e) = nより (2)が従う。

(3) 任意の n ∈ Nに対し集合Mnを

Mn = {m ∈ N; gm(n) = gn(m)}

と定義する。gn(e) = n = ge(n)故 e ∈ Mnが従う。任意にm ∈ Nを取る。このと
き gm(n) = gn(m)であるので gφ(m)(n) = fn(gm(n)) = fn(gn(m)) = gn(φ(m))とな
り φ(m) ∈ Mnが従う。これよりMn = Nとなり (3)が従う。

(5) 任意のm,n ∈ Nに対し集合Mm,nを

Mm,n = {k ∈ N; (gm ◦ fn)(k) = (fgm(n) ◦ gm)(k)}

と定義する。(gm ◦ fn)(e) = gm(φ(n)) = (fm ◦ gm)(n) = fm(gm(n)) = fgm(n)(m) =

fgm(n)(gm(e)) = (fgm(n) ◦ gm)(e) より e ∈ Mm,nが従う。任意に k ∈ Mm,nを取る。こ
のとき (gm ◦fn)(k) = (fgm(n) ◦gm)(k)であるので (gm ◦fn)(φ(k)) = (gm ◦φ◦fn)(k) =
(fm ◦ gm ◦ fn)(k) = (fm ◦ fgm(n) ◦ gm)(k) = (fgm(n) ◦ fm ◦ gm)(k) = (fgm(n) ◦ gm)(φ(k))
となり φ(k) ∈ Mm,nが従う。これよりMm,n = Nとなり (5)が従う。
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(4) 任意のm,n ∈ Nに対し集合Mm,nを

Mm,n = {k ∈ N; (gm ◦ gn)(k) = ggm(n)(k)}

と定義する。(gm◦gn)(e) = gm(n) = ggm(n)(e)よりe ∈ Mm,nが従う。任意にk ∈ Mm,n

を取る。このとき (gm ◦ gn)(k) = ggm(n)(k)であるので (gm ◦ gn)(φ(k)) = (gm ◦ fn ◦
gn)(k) = (fgm(n)◦gm◦gn)(k) = (fgm(n)◦ggm(n))(k) = ggm(n)(φ(k))となりφ(k) ∈ Mm,n

が従う。

これよりMm,n = Nとなり (4)が従う。

(1) 任意に n ∈ Nを取る。m,m′ ∈ Nが在って gn(m) = gn(m
′)が成立しているとする。

定理３により次の三つの場合の何れか一つが成立している：

(a) j ∈ Nが存在してm = fj(m
′)

(b) m = m′

(c) k ∈ Nが存在してm′ = fk(m)

(a)の場合 fgn(j)(gn(m
′)) = gn(fj(m

′)) = gn(m) = gn(m
′)となるが fgn(j)は不動点を持た

ないから矛盾である。(c)の場合 fgn(k)(gn(m)) = gn(fk(m)) = gn(m
′) = gn(m)となるが

fgn(k)は不動点を持たないから矛盾である。従って (b)の場合のみ成立し gnの単射性が
従う。

最後に、不動点を持つ gnはn = eの場合に限る事を示そう。m ∈ Nが存在して gn(m) =

mが成立しているものとする。n ̸= eでなければ定理２の (2)により j ∈ Nが在って
n = fj(e)と表される。このとき

m = gn(m) = gm(n) = (gm ◦ fj)(e) = fgm(j)(gm(e)) = fgm(j)(m)

となるが fgm(j)は不動点を持たないから矛盾である。よって n = eが従う。

定理８（算法の単調性）

(1) 任意のm,n ∈ Nに対し n ∈ N≤gm(n) ∩ N<fm(n)

(2) 任意のm,m′ ∈ N及び任意の n ∈ N<m, n
′ ∈ N≤m′に対し

fn(n
′) ∈ N<fm(m′), gn(n

′) ∈ N<gm(m′)

（証明）(1)　任意の n ∈ Nに対し集合Mnを

Mn = {m ∈ N;n ∈ N≤gm(n)}

と定義する。ge(n) = n故 e ∈ Mnが従う。任意にm ∈ Mnを取る。このときn ∈ N≤gm(n)で
あるからn = gm(n)であるか j ∈ Nが在って gm(n) = fj(n)が成立つ。前者なら gmの不動
点が存在する事になるのでm = eであり gφ(e)(n) = fn(ge(n)) = fn(n)より n ∈ N≤gφ(e)(n)
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となり、後者なら gφ(m)(n) = fn(gm(n)) = (fn ◦ fj)(n) = ffj(n)(n)より n ∈ N≤gφ(m)(n)とな
る。これより φ(Mn) ⊂ MnとなりMn = Nが従う。次に任意の n ∈ Nに対し集合Mnを

Mn = {m ∈ N;n ∈ N<fm(n)}

と定義する。fe(n) = φ(n)及びn ∈ N≤n = N<φ(n)より e ∈ Mnが従う。任意にm ∈ Mnを
取る。n ∈ N<fm(n)であるから j ∈ Nが在って fm(n) = fj(n)となる。これより fφ(m)(n) =

(φ ◦ fm)(n) = (φ ◦ fj)(n) = fφ(j)(n)となり n ∈ N<fφ(m)(n)即ち φ(m) ∈ Mnが従う。故に
Mn = Nが従う。

(2) n ∈ N<m及び n′ ∈ N<m′に対し j及び kが在ってm = fj(n)及びm′ = fk(n
′)が成立

つ。このとき

fm(m
′) = fm(fk(n

′)) = ffk(m)(n
′) = fn′(fk(m)) = fn′(fk(fj(n)))

= fk(fj(fn′(n))) = ffj(k)(fn′(n)) = ffj(k)(fn(n
′))

より fn(n
′) ∈ N<fm(m′)が従い ℓ = fgm(k)(gn′(j))とすれば

gm(m
′) = gm(fk(n

′)) = (fgm(k) ◦ gn)(n′) = fgm(k)(gn′(m))

= fgm(k)(gn′(fj(n))) = fgm(k)(fgn′ (j)(gn′(n))) = fℓ(gn(n
′))

が得られるので gn(n
′) ∈ N<gm(m′)が従う。

定理８の系（アルキメデス性）　任意のm,n ∈ Nに対し k ∈ Nが存在し n ∈ N≤gk(m)

（証明）　 k = φ(n) = fe(n)と置くと n ∈ N<kとなる。e ∈ N≤mより n = gn(e) ∈ N<gk(m)

を得る。

定理９（切片の特徴付け）
(1)任意のm,n ∈ Nに対し次は同値である：

(i) m ∈ N<n

(ii) 或る k ∈ Nに対し fk(m) ∈ N<fk(n)

(iii) 任意の k ∈ Nに対し fk(m) ∈ N<fk(n)

(iv) 或る k ∈ Nに対し gk(m) ∈ N<gk(n)

(v) 任意の k ∈ Nに対し gk(m) ∈ N<gk(n)

(2)任意のm,n ∈ Nに対し次は同値である：

(i) m ∈ N≤n

(ii) 或る k ∈ Nに対し fk(m) ∈ N≤fk(n)

(iii) 任意の k ∈ Nに対し fk(m) ∈ N≤fk(n)
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(iv) 或る k ∈ Nに対し gk(m) ∈ N≤gk(n)

(v) 任意の k ∈ Nに対し gk(m) ∈ N<gk(n)

（証明）

(1)　 (i)⇒(ii)：k = eとすれば (ii)は命題１の (8)より従う。

(ii)⇒(iii)：或るk0 ∈ Nに対し fk0(m) ∈ N<fk0 (n)
であるとする。定義によって或る j ∈ N

に対し fk0(n) = fj(fk0(m))が成立つ。このとき fk0(n) = fk0(fj(m))となり fk0 の単射性
より n = fj(m)が従う。よって任意の k ∈ Nに対し fk(n) = fk(fj(m)) = fj(fk(m))とな
り fk(m) ∈ N<fk(n)が従う。

(iii)⇒(i)：上と同様な議論で n = fj(m)なる j ∈ Nの存在が従う。これは (i)を意味
する。

(i)⇒(iv)：k = eとすればよい。

(iv)⇒(i)：或る k0 ∈ Nに対し gk0(m) ∈ N<gk0 (n)
であるとする。j ∈ Nが在って gk0(n) =

fj(gk0(m))が成立つ。もし m /∈ N<n ならば m = nまたは ℓ ∈ Nが在って m = fℓ(n)

と表される。前者ならば gk0(n) = gk0(m)故 fj が不動点を持つ事になり矛盾。後者なら
ば gk0(n) = fj(gk0(m)) = fj(gk0(fℓ(n))) = fj(fgk0 (ℓ)(gk0(n))) = ffj(gk0 (ℓ))(gk0(n))となり
ffj(gk0 (ℓ))が不動点を持つ事になり矛盾。以上よりm ∈ N<nが従う。

(i)⇒(v)：j ∈ Nが在ってn = fj(m)となる。このとき gk(n) = gk(fj(m)) = fgk(j)(gk(m))

故 gk(m) ∈ N<gk(n)が従う。

(v)⇒(i)：(iv)⇒(i)の議論と同様。

(2)　 fk及び gkの単射性を用いれば良い。

定義：Nの空でない部分集合M に対しm ∈ Nは

m ∈ M ∩
∩

{N≤n;n ∈ M}

を満たすときmはM の最小元であると謂う。

定理１０（最小限の存在と一意性）
空でない部分集合M ⊂ Nは唯一つの最小限を持つ。

（証明）：集合M∗を
M∗ =

∩
{N≤n;n ∈ M}

と定義する。命題１の (9)により e ∈ M∗が従う。M は空でないので一つの元m ∈ M が
存在する。このとき φ(m) /∈ N≤m 故 φ(m) /∈ M∗が従う。よってM∗ ̸= Nが成立つ。さて

M∗ = N ⇔ φ(M∗) ⊂ M∗ ⇔ ∀ℓ ∈ M∗, φ(ℓ) ∈ M∗

でありM∗ ̸= Nが示されているので、ℓ ∈ M∗が存在してφ(ℓ) /∈ M∗を満たす事が分かる。
さて φ(ℓ) /∈ M∗故 n ∈ M が存在し φ(ℓ) /∈ N≤nとなる。定理３により j ∈ Nが存在して
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φ(ℓ) = fj(n)を満たす。一方 ℓ ∈ M∗故 ℓ ∈ N≤nとなり ℓ = nであるか k ∈ Nが存在して
n = fk(ℓ)を満たす。後者ならばφ(ℓ) = fj(n) = (fj ◦ fk)(ℓ) = ffj(k)(ℓ)が従い fj(k) ̸= e故
i ∈ Nが在って fj(k) = fi(e)となるのでφ(ℓ) = ffi(e)(ℓ) = ffe(i)(ℓ) = fφ(i)(ℓ) = φ(fi(ℓ))を
得る。φは単射故 fi(ℓ) = ℓとなり fiは不動点を持つ事により矛盾を得る。よって ℓ = nで
あり、このとき j = eである事も分かる。さて ℓ = nで n ∈ M だったので ℓ ∈ M である。
最後に一意性を示そう。もう一つの元m′ ∈ M ∩ M∗ が在ったとする。m ̸= m′ なら

m = fj(m
′)なる j ∈ Nが存在するか m′ = fk(m)なる k ∈ Nが存在する。前者なら

m /∈ N≤m′となりm /∈ M∗により矛盾である。後者ならm′ /∈ N≤mとなりm′ /∈ M∗により
矛盾である。よってm = m′を得る。

定理１１（ペアノ系の代数的順序的同型）
二つのペアノ系 (N, e, φ)及び (N′, e′, φ′)に対し定理５で与えられる同型写像 F : N → N′

は代数的にも順序的にも同型である。即ち

(1) （加法に関する準同型）　任意のm,n ∈ Nに対し

F (fm(n)) = f ′
F (m)(F (m))

(2) （乗法に関する準同型）　任意のm,n ∈ Nに対し

F (gm(n)) = g′F (m)(F (n))

(3) （順序に関する準同型）　任意の n ∈ N及びm ∈ N≤nに対し

F (m) ∈ N′
≤F (n)

但し f ′
•及び g′•はN′に於ける加法及び乗法を表すものとする。

（証明） 以下 n ∈ Nを任意に取る。

(1) 　集合Mnを
Mn = {m ∈ N;F (fn(m)) = f ′

F (n)(F (m))}

と定義する。F (fn(e)) = F (fe(n)) = F (φ(n)) = φ′(F (n)) = f ′
e′(F (n)) = f ′

F (n)(e
′) =

f ′
F (n)(F (e)) 故 e ∈ Mn が従う。任意に m ∈ Mn を取る。このとき F (fn(m)) =

f ′
F (n)(F (m))であるから F (fn(φ(m))) = F (φ(fn(m))) = φ′(F (fn(m)))

= φ′(f ′
F (n)(F (m))) = f ′

F (n)(φ
′(F (m))) = f ′

F (n)(F (φ(m)))となりφ(m) ∈ Mnが従う。

以上よりMn = Nとなり (1)が従う。

(2) 集合Mnを
Mn = {m ∈ N;F (gn(m)) = g′F (n)(F (m))}

と定義する。F (gn(e)) = F (n) = g′e′(F (n)) = g′F (n)(e
′) = g′F (n)(F (e))故 e ∈ Mn

が従う。任意に m ∈ Mn を取る。このとき F (gn(m)) = g′F (n)(F (m))であるから
F (gn(φ(m))) = (F (fn(gn(m))) = f ′

F (n)(F (gn(m))) = f ′
F (n)(g

′
F (n)(F (m)))

= g′F (m)(φ
′(F (m))) = g′F (n)(F (φ(m)))となりφ(m) ∈ Mnが従う。以上よりMn = N

となり (2)が従う。
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(3) m ∈ N≤nを任意に取る。m = nならばF (m) = F (n) ∈ N′
≤F (n)となる。m ∈ N<nな

らば j ∈ Nが在って n = fj(m)となるので F (n) = F (fj(m)) = f ′
F (j)(F (m))となる

ので F (m) ∈ N′
≤F (n)が従う。

以上で自然数の基礎概念がペアノ系に基づいて構築されたので通常の記法で書き換えよ
う。特別な元であった eを 1として

φ(n) = n+ 1

fm(n) = m+ n

gm(n) = mn

m < n ⇔ m ∈ N<n

m ≤ n ⇔ m ∈ N≤n

と表し、空でない部分集合M ⊂ Nの最小元を minM と表す。自然数の集合 Nは加法
(m,n) 7→ m+nに就いて（単位元を持たない）可換半群を成す。fnの単射性によりfn(N) =
N \ N≤n上で減法が逆写像 f−1

n : N \ N≤n ∋ m 7→ f−1
n (m) ∈ Nとして定義される (m =

fn(k) = n+kなるときk = f−1
n (m) = m−nと表す）。自然数の集合Nは乗法 (m,n) 7→ mn

に就いて (単位元 1を持つ)可換半群を成す。加法と乗法との間には分配則が成立つ。gnの
単射性により gn(N) = {gn(k); k ∈ N}上で除法が逆写像 g−1

n : gn(N) ∋ m 7→ g−1
n (m) ∈ N

として定義される (m = gn(k) = nkなるとき k = g−1
n (m) = m/nと表し nをmの約数、

mと nの倍数と謂う）。自然数Nに於ける関係≤は順序の公理（反射律・反対称律・推移
律）を満たし、この順序によりNは全順序整列集合を成す。

2. 順序環と順序体

定義　乗法の単位元 1Rを持つ環Rは次の条件を満たす全順序を持つとき順序環と謂う：

(1) 任意の a, b, c ∈ Rに対し a < b ⇒ a+ c < a+ b

(2) 任意の a, b, c ∈ Rに対し a < b, c > 0 ⇒ ac < bc, ca < cb

順序環は体を成すとき順序体と謂う。

定義　Rを順序環とする。a ∈ Rに対し、その絶対値 |a| ∈ Rを次で定義する。

・ a = 0Rなら |0R| = 0R

・ a > 0Rなら |a| = a

・ a < 0Rなら |a| = −a
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命題

(1) a > 0R ⇔ 0R > −a

(2) a < b ⇔ −a > −b

(3) 1R > 0R

(4) ab = 0R ⇔ a = 0Rまたは b = 0R

(5) a = b ⇔任意の c ̸= 0Rに対し ac = bc

⇔或る c ̸= 0Rに対し ac = bc　

(6) |a+ b| ≤ |a|+ |b|

(7) |ab| = |a| |b|

（証明）

(1) a > 0Rとする。このときもし−a ≥ 0Rなら 0R = a+ (−a) ≥ a+ 0R = a > 0Rとな
り矛盾となる。従って−a < 0Rである。逆に 0R > −aとする。このときもし a ≤ 0R
なら 0R = a + (−a) ≤ 0R + (−a) = −a < 0Rとなり矛盾となる。従って a > 0Rで
ある。

(2) a < b ⇒ 0R = a+ (−a) < b+ (−a) = b− a

⇒ 0R > −(b− a) = a− b

⇒ −b = (a− b) + (−a) < 0 + (−a) = −a,

−a > −b ⇒ 0R = a+ (−a) > a+ (−b) = a− b

⇒ 0R < −(a− b) = b− a

⇒ b = (b− a) + a > 0R + a = a

(3) 1R < 0Rなら−1R > 0Rとなる。a = 0R, b = −1R, c = −1Rとおくと a < b, c > 0R
であるから ac < bcであり ac = 0R, bc = 1Rであるから 0R < 1Rとなり矛盾。よっ
て 1R > 0Rが従う。

(6) a > 0R, b > 0Rなら a+ b > 0R故 |a+ b| = a+ b = |a|+ |b|となる。a < 0R, b < 0Rな
らa+b < 0R故 |a+b| = −(a+b) = (−a)+(−b) = |a|+ |b|となる。a > 0R, b < 0Rな
ら a+ b < a+0R = |a|+0R < |a|+(−b) = |a|+ |b|であり−(a+ b) = (−a)+ (−b) =

(−a) + |b| < 0R + |b| < a + |b| = |a| + |b|となり a + b ≥ 0Rでも a + b < 0Rでも
|a+ b| < |a|+ |b|が従う。a < 0R, b > 0Rなら aと bを入れ替えて |a+ b| < |a|+ |b|
を得る。

(7) a > 0R, b > 0R なら ab > 0R 故 |ab| = ab = |a||b|が従う。a < 0R, b < 0R なら
−a > 0R,−b > 0R故 ab = (−a)(−b) > 0Rとなり |ab| = ab = (−a)(−b) = |a||b|が
従う。a > 0R, b < 0Rなら−b > 0R故−(ab) = a(−b) > 0Rであり |ab| = −(ab) =

a(−b) = |a||b|が従う。a < 0R, b > 0Rなら aと bを入れ替えて |ab| = |a||b|を得る。
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(4) ⇒)を示せば良い。対偶を示そう。a ̸= 0R, b ̸= 0Rとする。このとき |a| > 0R, |b| > 0R
であるから (7)により |ab| = |a||b| > 0Rが従う。よって ab ̸= 0Rとなる。

(5) 或る c ̸= 0Rに対し ac = bcなら (a− b)c = 0Rとなり (4)より a = bが従う。

3. 整数

定理１（整数環の構成）　自然数全体の成す集合Nの直積集合N× Nに於いて、関係∼
を

(m,n) ∼ (i, j) ⇐=⇒
def

m+ j = n+ i

と定めると∼は同値関係を成す。N× Nを関係∼で割った商集合N× N/ ∼を Zと表し
(m,n)の属す類を [(m,n)]と表す：

[(m,n)] = {(i, j) ∈ N× N; (m,n) ∼ (i, j)}

　 Zの二つの元 [(m,n)]及び [(k, ℓ)]に対し和と積が

[(m,n)] + [(k, ℓ)] =
def.

[(m+ k, n+ ℓ)]

[(m,n)] · [(k, ℓ)] =
def.

[(mk + nℓ,mℓ+ nk)]

によって（代表元の取り方に依らず）定まりZに加法と乗法が定義される。加法及び乗法
の単位元は夫々[(a, a)]及び [(a+ 1, a)]である。[(m,n)]の加法に関する逆元は [(n,m)]で
与えられる。Zは可換環更には整域を成す。Zには

[(m,n)] ≤ [(k, ℓ)] ⇐=⇒
def

m+ ℓ ≤ n+ k

によって（代表元の取り方に依らず）関係≤が定義され順序の公理を満たす。Zは全順序
集合で順序環を成す。Nから Zへの写像 ιが

ι(n) = [(n+ a, a)]

で（a ∈ Nの取り方に依らず）定義される。ιは単射であり加法と乗法に関し準同型とな
る。値域を制限した写像N ∋ n 7→ ι(n) ∈ ι(N)は全単射であり和と積と順序に関し同型と
なる。

定義　定理１で構成された可換環Zを整数環と謂う。ι : N → ZによってNはZに埋め込
まれる。加法の単位元（零元）[(a, a)]を 0と表し [(m,n)]の逆元 [(n,m)]を−[(m,n)]と表
す。乗法の単位元 [(a+ 1, a)]を 1と表す。[(m,n)] ≤ [(k, ℓ)]且つ [(m,n)] ̸= [(k, ℓ)]なると
き [(m,n)] < [(k, ℓ)]と表す。通常 [(m,n)]をm− nと表す。

（証明）　関係∼はN× Nの同値関係を成す事：

反射性：(m,n) ∼ (m,n) ⇔ m+ n = n+m

対称性：(m,n) ∼ (i, j) ⇔ m+ j = n+ i
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⇔ i+ n = j +m ⇔ (i, j) ∼ (m,n)

推移性：(m,n) ∼ (i, j), (i, j) ∼ (k, ℓ)

⇔ m+ j = n+ i, i+ ℓ = j + k

⇒ (m+ ℓ)+ (i+ j) = (m+ j)+ (i+ ℓ) = (n+ i)+ (j+k) = (n+k)+ (i+ j)

⇒ m+ ℓ = n+ k ⇔ (m,n) ∼ (k, ℓ)

加法が代表元の取り方に依らず定まる事：

(m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)

⇔ m+ n′ = n+m′, k + ℓ′ = ℓ+ k′

⇒ (m+ k) + (n′ + ℓ′) = (n+ ℓ) + (m′ + k′) ⇔ (m+ k, n+ ℓ) ∼ (m′ + k′, n′ + ℓ′)

乗法が代表元の取り方に依らず定まる事：

(m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)

⇔ m+ n′ = n+m′, k + ℓ′ = ℓ+ k′

⇒ (mk + nℓ) + (m′ℓ′ + n′k′)

= m(k − ℓ) + n(ℓ− k) +m′(ℓ′ − k′) + n′(k′ − ℓ′) + (mℓ+ nk +m′k′ + n′ℓ′)

= (m− n)(k − ℓ) + (m′ − n′)(ℓ′ − k′) + (mℓ+ nk) + (m′k′ + n′ℓ′)

= (mℓ+ nk) + (m′k′ + n′ℓ′) ⇒ (mk + nℓ,mℓ+ nk) ∼ (m′k′ + n′ℓ′,m′ℓ′ + n′k′)

加法の可換則:

[(m,n)] + [(k, ℓ)] = [(m+ k, n+ ℓ)] = [(k +m, ℓ+ n)] = [(k, ℓ)] + [(m,n))]

加法の結合則:

([(m,n)] + [(k, ℓ)]) + [(i, j)] = [(m+ k, n+ ℓ)] + [(i, j)] = [(m+ k + i, n+ ℓ+ j)]

= [(m,n)] + [(k + i, ℓ+ j)] = [(m,n)] + ([(k, ℓ)] + [(i, j)])

乗法の可換則:

[(m,n)] · [(k, ℓ)] = [(mk + nℓ,mℓ+ nk)]

= [(km+ ℓn, ℓm+ kn)] = [(k, ℓ)] · [(m,n)]

乗法の結合則:

([(m,n)] · [(k, ℓ)]) · [(i, j)] = [(mk + ℓn, ℓm+ kn)] · [(i, j)]
= [((mk + ℓn)i+ (ℓm+ kn)j, (mk + ℓn)j + (ℓm+ kn)i)]

= [(m(ki+ ℓj) + n(ℓi+ kj),m(kj + ℓi) + n(ki+ ℓj))]

= [(m,n)] · [(ki+ ℓj, ℓi+ kj)] = [(m,n)] · ([(k, ℓ)] · [(i, j)])
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加法に関する乗法の分配則:

[(m,n)] · ([(k, ℓ)]) + [(i, j)]) = [(m,n)] · [(k + i, ℓ+ j)]

= [(m(k + i) + n(ℓ+ j),m(ℓ+ j) + n(k + i))]

= [((mk + nℓ) + (mi+ nj), (mℓ+ nk) + (mj + nj))]

= [(mk +mℓ,mℓ+ nk)] + [(mi+ nj,mj + ni)]

= [(m,n)] · [(k, ℓ)] + [(m,n)] · [(i, j)]

加法の単位元が [(a, a)]である事:

[(m,n)] + [(a, a)] = [(m+ a, n+ a)] = [(m,n)]

ここに最後の等式に於いて

(m+ a, n+ a) ∼ (m,n) ⇔ (m+ a) + n = (n+ a) +m

なる事を用いた。

乗法の単位元が [(a+ 1, a)]である事：

[(m,n)] · [(a+ 1, a)] = [(m(a+ 1) + na,ma+ n(a+ 1))]

= [(a+ 1, a)] · [(m,n)]

[(m,n)]の加法に関する逆元が [(n,m)]である事:

[(m,n)] + [(n,m)] = [(m+ n, n+m)] = [(a, a)], a = m+ n

Zは整域を成す事：

[(m,n)] · [(k, ℓ)] = [(a, a)]

⇔ [(mk + nℓ,mℓ+ nk)] = [(a, a)]

⇔ k + nℓ+ a = mℓ+ nk + a ⇔ mk + nℓ = mℓ+ nk

さて k = ℓならば [(k, ℓ)] = [(a, a)]となる。k ̸= ℓならば k < ℓまたは k > ℓのどちらか一
方が成立つ。k < ℓならば ℓ = k + iなる i ∈ Nが存在するので

mk + nℓ = mℓ+ nk ⇔ (m+ n)k + ni = (m+ n)k +mi ⇔ ni = mi ⇔ n = m

より [(m,n)] = [(a, a)]を得る。k > ℓならば k = ℓ+ jなる j ∈ Nが存在するので

mk + nℓ = mℓ+ nk ⇔ (m+ n)ℓ+mj = (m+ n)ℓ+ nj ⇔ mj = nj ⇔ m = n

より [(m,n)] = [(a, a)]を得る。

Zに於ける関係≤が代表元の取り方に依らず定まる事：

[(m,n)] ≤ [(k, ℓ)], (m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)

⇔ (m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′), m+ ℓ ≤ n+ k

⇔ m+ n′ = n+m′, k + ℓ′ = ℓ+ k′, m+ ℓ ≤ n+ k

⇒ (m′ + ℓ′) + (n+ k) = (n+m′) + (k + ℓ′) = (m+ n′) + (ℓ+ k′)

= (m+ ℓ) + (n′ + k′) ≤ (n+ k) + (n′ + k′)

⇒ m′ + ℓ′ ≤ n+ k′ ⇔ [(m′, n′)] ≤ [(ℓ′, k′)]
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Zに於ける関係≤が順序を成す事：

反射性: [(m,n)] ≤ [(m,n)] ⇔ m+ n = m+ n

反対称性: [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)], [(k, ℓ)] ≤ [(m,n)]

⇔ m+ ℓ ≤ n+ k, k + n ≤ ℓ+m

⇒ m+ ℓ = n+ k ⇒ [(m,n)] = [(k, ℓ)]

推移性: [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)], [(k, ℓ)] ≤ [(i, j)]

⇔ m+ ℓ ≤ n+ k, k + j ≤ ℓ+ i

⇒ (m+ j) + ℓ ≤ (n+ k) + j = (k + j) + n ≤ (ℓ+ i) + n

⇔ m+ j ≤ i+ n ⇒ [(m,n)] ≤ [(i, j)]

Zに於ける順序≤は全順序を成す事：

任意の [(m,n)]及び [(k, ℓ)]に対しm+ ℓ, n+ k ∈ Nであるから次の三つの場合の何れか一
つが成立つ：

(i) m+ ℓ > n+ k　 (ii) m+ ℓ = n+ k (iii) m+ ℓ < n+ k

(i)の場合は [(m,n)] > [(k, ℓ)]、(ii)の場合は [(m,n)] = [(k, ℓ)]、

(iii)の場合は [(m,n)] < [(k, ℓ)]となる。

Zは順序環を成す事:

[(m,n)] < [(k, ℓ)]ならm+ ℓ < n+ kであるから任意の [(i, j)]に対し

(m+ i) + (ℓ+ j) < (n+ j) + (k + i) ⇔ [(m+ i, n+ j)] < [(k + i, ℓ+ j)]

⇔ [(m,n)] + [(i, j)] < [(k, ℓ)] + [(i, j)]

が従う。また [(i, j)] > [(a, a)]に対して i+ a > j + a ⇔ i > jであるから
[(m,n)] · [(i, j)] = [(mi+ nj, mj + ni)], [(k, ℓ)] · [(i, j)] = [(ki+ ℓj, kj + ℓi)]に対し

(ki+ ℓj) + (mj + ni) = (k + n)i+ (ℓ+m)j

= (k + n)(i− j) + (k + n)j + (ℓ+m)j

= ((k + n)− (ℓ+m))(i− j) + (ℓ+m)(i− j) + (k + n)j + (ℓ+m)j

= ((k + n)− (ℓ+m))(i− j) + (ℓ+m)i+ (k + n)j

> (ℓ+m)i+ (k + n)j

= (kj + ℓi) + (mi+ nj)

となるので [(m,n)] · [(i, j)] < [(k, ℓ)] · [(i, j)]が従う。

Nから Zへの写像 ιが定まる事:

(n+ b, b) ∼ (n+ a, a) ⇔ (n+ b) + a = b+ (n+ a)
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ιは単射である事：

ι(m) = ι(n) ⇔ [(m+ a, a)] = [(n+ a, a)] ⇔ (m+ a) + a = a+ (n+ a)

⇔ m = n

ιは準同型である事：

ι(m+ n) = [(m+ n+ a, a)] = [(m+ n+ a+ a, a+ a)]

= [(m+ a, a)] + [(n+ a, a)] = ι(m) + ι(n)

ι(mn) = [(mn+ a, a)] = [(mn+ (m+ n)a+ 2a2, (m+ n)a+ 2a2)]

= [((m+ a)(n+ a) + a2, (m+ a)a+ a(n+ a))]

= [(m+ a, a)] · [(n+ a, a)] = ι(m) · ι(n)

ιの順序保存性：

m ≤ n ⇔ (m+ a) + a ≤ (n+ a) + a

⇔ ι(m) = [(m+ a, a)] ≤ [(n+ a, a)] = ι(n)

定義　 [(m,n)] ∈ Zが正であるとは [(m,n)] > [(a, a)]である事と定義し正の整数全体の成
す集合を Z>0と表す：

Z>0 = {[(m,n)] ∈ Z; [(m,n)] > [(a, a)]}

[(m,n)] ∈ Zが非負であるとは [(m,n)] ≥ [(a, a)]である事と定義し非負整数全体の成す集
合を Z≥0と表す：

Z≥0 = {[(m,n)] ∈ Z; [(m,n)] ≥ [(a, a)]}

命題　 ι(N) = Z>0

（証明）　任意の n ∈ Nに対し

a+ a < (n+ a) + a ⇔ [(a, a)] < [(n+ a, a)]

であるから ι(n) ∈ Z>0となる。一方、任意の [(m,n)] ∈ Z>0に対しm+ a > n+ aである
からm = n+jなる j ∈ Nが存在する。このとき ι(j) = [(j+a, a)] = [(j+n, n)] = [(m,n)]

となり [(m,n)] ∈ ι(N)が従う。

系１　 [(m,n)] ∈ Zに対し次は同値である。

(1) [(m,n)] ∈ Z>0

(2) m− n ∈ N

系２　 [(m,n)] ∈ Zに対し次は同値である。

(1) [(m,n)] ∈ Z \ Z≥0
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(2) [(n,m)] ∈ Z≥0

(3) n−m ∈ N

系３　 Zは次の互いに素な合併で表される：

Z = Z>0 ∪ {[(a, a)]} ∪ (Z \ Z≥0)

定理２（整数環の特徴付け I）　
順序環Rに対し次は同値である：

(1) Rは Zと順序環として同型である。即ち、全単射 f : Z → Rが存在して任意の
[(m,n)], [(k, ℓ)] ∈ Zに対し次を満たす：

(i)　 f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)])

f([(m,n)] · [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) · f([(k, ℓ)])

(ii)　 [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)] ⇒ f([(m,n)]) ≤ f([(k, ℓ)])

(2) R>0 ≡ {x ∈ R; x > 0R}はNと同型である。即ち、全単射 g : N → R>0が存在して
任意のm,n ∈ Nに対し次を満たす：

(i)　 g(m+ n) = g(m) + g(n)

g(mn) = g(m) · g(n)

(ii)　 m ≤ n ⇒ g(m) ≤ g(n)

（証明）(1) ⇒ (2) : n ∈ Nに対し g(n) = f(ι(n))と定めると ι : N → Z及び f : Z → R

は単射であるから g : N → Rは単射である。任意の x ∈ R>0 に対し [(m,n)] ∈ Zが
存在して f([(m,n)]) = xとなる。f([a, a]) = f([a + a, a + a]) = f([(a, a)] + [(a, a)]) =

f([(a, a)]) + f([(a, a)])より f([a, a)]) = 0Rを得る。これより [(m,n)] > [(a, a)]が従う（実
際 [(m,n)] ≤ [(a, a)]なら (ii)により f([(m,n)]) ≤ f([(a, a)]) = 0R となり x > 0R に反
する）。
さて [(m,n)] ∈ Z>0 = ι(N)より k ∈ Nが在って x = f(ι(k))となる。故に gは全射であ

る。任意のm,n ∈ Nに対し次が成立つ：

g(m+ n) = f(ι(m+ n)) = f(ι(m) + ι(n)) = f(ι(m)) + f(ι(n))

= g(m) + g(n)

g(mn) = f(ι(mn)) = f(ι(m) · ι(n)) = f(ι(m)) · f(ι(n)) = g(m) · g(n)
m ≤ n ⇒ ι(m) ≤ ι(n) ⇒ f(ι(m)) ≤ f(ι(n)) ⇒ g(m) ≤ g(n)

(2) ⇒ (1) : [(m,n)] ∈ Z>0に対しm− n ∈ Nであるから f([(m,n)]) = g(m− n)と置く。
これは [(m,n)]の代表元の取り方に依らず定まる。N上 f ◦ ι = gであり ι : N → Z>0は
同型故 f |Z>0 = g ◦ ι−1|Z>0：Z>0 ∋ [(m,n)] 7→ f([(m,n)]) ∈ R>0は全単射で (i)(ii)を満
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たす。次に f([(a, a)]) = 0Rと定める。最後に [(m,n)] < [(a, a)]なる [(m,n)] ∈ Zに対し
f([(m,n)]) = −f([(n,m)])と置けば f はZ \ Z≥0からR \R≥0(R≥0 = R>0 ∪ {0R})への同
型を与える。[(m,n)] ∈ Z>0, [(k, ℓ)] ∈ Z \ Z≥0に対し [(m+ k, n+ ℓ)] ∈ Z>0ならば

f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m+ k, n+ ℓ)]) = g((m+ k)− (n+ ℓ))

f([(m,n)] + f([(k, ℓ)]) = g(m− n)− f([(ℓ, k)]) = g(m− n)− g(ℓ− k)

であり g(m− n) = g(((m+ k)− (n+ ℓ)) + (ℓ− k)) = g((m+ k)− (n+ ℓ)) + g(ℓ− k)と
なるから f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)])を得る。
一方 [(m + k, n + ℓ)] = [(a, a)]ならば [(m,n)] + [(k, ℓ)] = [(a, a)]即ち [(k, ℓ)] = [(n,m)] ∈
Z \ Z≥0となり f([(k, ℓ)]) = −f([(m,n)])となるから

f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m+ k, n+ ℓ)]) = f([(a, a)]) = 0R

f([(m,n)] + f([(k, ℓ)]) = f([(m,n)])− f([(m,n)]) = 0R

が従い f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)])を得る。

また [(m+ k, n+ ℓ)] ∈ Z \ Z≥0ならば

f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = −f([(n+ ℓ,m+ k)]) = −g((n+ ℓ)− (m+ k))

f([(m,n)] + f([(k, ℓ)]) = g(m− n)− g(ℓ− k)

であり g(m − n) + g((n + ℓ) − (m + k)) = g(ℓ − k)となるから f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) =

f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)])を得る。
また [(m,n)] ∈ Z>0, [(k, ℓ)] ∈ Z \ Z>0に対し

(mℓ+ nk)− (mk + nℓ) = m(ℓ− k)− n(ℓ− k) = (m− n)(ℓ− k) ∈ N

となるから [(m,n)] · [(k, ℓ)] = [(mk + nℓ,mℓ+ nk)] ∈ Z\Z>0である。故に

f([(m,n)] · [(k, ℓ)]) = − f([(mℓ+ nk,mk + nℓ)])

= − g((m− n)(ℓ− k))

= − g(m− n) · g(ℓ− k)

= − f([(m,n)]) · f([(ℓ, k)])
= f([(m,n)]) · f([(k, ℓ)])

を得る。[(m,n)] ∈ Zに対し

[(m,n)] · [(a, a)] = [(ma+ na,ma+ na)] = [(a, a)]

であり
f([(m,n)] · [(a, a)]) = f([(a, a)]) = 0R = f([(m,n)]) · f([(a, a)])

となる。以上で f は (i)を満たす事が分かった。(ii)は f の定義より直ちに従う。

定理３（整数環の特徴付け II）　
任意の順序環Rに対し単射 f : Z → Rが存在し任意の [(m,n)], [(k, ℓ)] ∈ Zに対し次を満
たす：
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(i) f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)])

f([(m,n)] · [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) · f([(k, ℓ)])

(ii) [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)] ⇒ f([(m,n)]) ≤ f([(k, ℓ)])

(iii) |f([(m,n)])| = |m− n|

註　単射 f : Z → Rによって Z ⊂ Rと見做せば Zは最小の順序環と位置付ける事が出
来る。

（証明）　Rの乗法に関する単位元を 1Rと表す。写像Φ : R → RがΦ(x) = x + 1Rによ
り定まる。帰納法に依る点列 F : N → Rが一意的に定まり次を満たす：

(1) F (1) = 1R

(2) 任意の n ∈ Nに対し F (n+ 1) = Φ(F (n))

この F に就いて次の性質を示そう：

(a) F (m+ n) = F (m) + F (n)

(b) F (mn) = F (m) · F (n)

(a)の証明：　任意の n ∈ Nに対し集合Mnを

Mn = {m ∈ N;F (m+ n) = F (m) + F (n)}

と定義する。F (1 + n) = Φ(F (n)) = F (n) + 1R = F (n) + F (1)より 1 ∈ Mnが従う。任意
にm ∈ Mnを取る。このとき F (m+ n) = F (m) + F (n)が成立つ。
これより F (m + 1 + n) = F (m + n) + 1R = F (m) + F (n) + 1R = Φ(F (m)) + F (n) =

F (m+ 1) + F (n)を得るのでm+ 1 ∈ MnとなりMn = Nが従う。

(b)の証明：　任意の n ∈ Nに対し集合Mnを

Mn = {m ∈ N;F (mn) = F (m) · F (n)}

と定義する。F (1 · n) = F (n) = 1R · F (n) = F (1) · F (n)より 1 ∈ Mnが従う。任意に
m ∈ Mnを取る。このとき F (mn) = F (m) · F (n)が成立つ。これより

F ((m+ 1)n) = F (mn+ n) = F (mn) + F (n) = F (m) · F (n) + F (n)

= (F (m) + 1R) · F (n) = Φ(F (m)) · F (n) = F (m+ 1) · F (n)

を得るのでm+ 1 ∈ MnとなりMn = Nが従う。

さて [(m,n)] ∈ Z>0に対し f([(m,n)]) = F (m− n), f([a, a]) = 0R, [(m,n)] ∈ Z \ Z≥0 に
対し f([(m,n)]) = −F (n−m)と置くと、写像 f : Z → Rが定まる。このとき定理２の証
明と同様な議論により (i)が従う。
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(ii)は [(m,n)], [(k, ℓ)] ∈ Z≥0に就いて示せば充分である。集合M を

M = {m ∈ N;F (m) > 0R}

と定義する。Φ(0) = F (1) = 1R > 0Rより 1 ∈ M となる。任意にm ∈ M を取る。この
とき F (m) > 0Rである。これより F (m + 1) = F (m) + F (1) = F (m) + 1R > 1R > 0R
となりm + 1 ∈ M が従いM = Nを得る。故に任意のm,n ∈ Nに対し F (m + n) =

F (m) + F (n) > F (m)が従う。これより (ii)が従う。

(iii)は [(m,n)] ∈ Z>0に就いて示せば充分である。集合M を

M = {m ∈ N; |F (m)| = F (m) = m1R}

と定義する。F (1) = 1Rより1 ∈ Mとなる。任意にm ∈ Mを取る。このときF (m) = m1R
である。これより F (m+ 1) = F (m) + F (1) = m1R + 1R = (m+ 1)1Rとなりm+ 1 ∈ M

が従いM = Nを得る。これより (iii)が従う。

以下では通常の様に整数はm,n · · · の様に一つのローマ字で表す事にする。Zには加法
(m,n) 7→ m+ n及び乗法 (m,n) 7→ m · nが定義され次の性質が成立する。

加法の可換則：　m+ n = n+m

加法の結合則：　 (m+ n) + k = m+ (n+ k)

加法に関する単位元 0の存在：　m+ 0 = m

加法に関する逆元の存在：　m+ (−m) = 0

乗法の可換則：　m · n = n ·m

乗法の結合則：　 (m · n) · k = m · (n · k)

乗法に関する単位元１の存在：　m · 1 = m

加法に関する乗法の分配則：　m · (n+ k) = m · n+m · k

このとき次が成立つ：

命題１

(1) 0 ·m = m · 0 = 0

(2) −m = (−1) ·m = m · (−1)

(3) (−1)2 = 1

(4) (−m) · (−n) = mn

　　

（証明）　　
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(1) 0 ·m = 0 ·m+ 0 = 0 ·m+ (0 ·m+ (−0 ·m))

= (0 ·m+ 0 ·m) + (−0 ·m)

= (0 + 0) ·m+ (−0 ·m) = 0 ·m+ (−0 ·m) = 0

(2) m+ (−1) ·m = 1 ·m+ (−1) ·m = (1 + (−1)) ·m = 0 ·m = 0 及び逆元の一意性に
より (−1) ·m = −mが従う。

(3) (−1)2 + (−1) = (−1) · (−1) + (−1) · 1 = (−1) · ((−1) + 1) = (−1) · 0 = 0 より
(−1)2 = −(−1)であり逆元の一意性より (−1)2 = 1が従う。

(4) (−m) · (−n) = (m · (−1)) · ((−1) · n) = m · ((−1) · (−1)) · n

= m · 1 · n = m · n

命題２（加法に関する簡約則）　m,n ∈ Zに対し次は同値：　

(1) m = n

(2) 或る k ∈ Zに対しm+ k = n+ k

(3) 任意の k ∈ Zに対しm+ k = n+ k

（証明）　 (1)⇒(3)⇒(2)は明らかであり (2)⇒(1)は kの加法に関する逆元−kを (2)の両
辺に加え結合則を用いる。

命題３（乗法に関する簡約則）　m,n ∈ Zに対し次は同値：　

(1) m = n

(2) 或る k ∈ Z \ {0}に対しm · k = n · k

(3) 任意の k ∈ Z \ {0}に対しm · k = n · k

（証明）　 Zは整域である事から従う。

定義　m,n ∈ Nに対し、その差をmと −nとの和　m − n = m + (−n)で定義する。
ι : N → ZによってNをZの部分集合Z>0と同一視する。これによりZはZ = N∪{0}∪(−N)
と互いに素な集合の合併で表される。ここに−N = {−m ∈ Z;m ∈ N} = Z \Z≥0である。

命題４（大小関係の特徴付け）　　　

(1) 任意のm,n ∈ Zに対し次は同値である：

(i) m < n

(ii) 或る k ∈ Zに対しm+ k < n+ k

(iii) 任意の k ∈ Z>0に対しm+ k < n+ k

(iv) 或る k ∈ Z>0に対しmk < nk
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(v) 任意の k ∈ Z>0に対しmk < nk

(vi) 或る k ∈ Z \ Z≥0に対しmk > nk

(vii) 任意の k ∈ Z \ Z≥0に対しmk > nk

(2) 任意のm,n ∈ Zに対し次は同値である：

(i) m ≤ n

(ii) 或る k ∈ Zに対しm+ k ≤ n+ k

(iii) 任意の k ∈ Z>0に対しm+ k ≤ n+ k

(iv) 或る k ∈ Z>0に対しmk ≤ nk

(v) 任意の k ∈ Z>0に対しmk ≤ nk

(vi) 或る k ∈ Z \ Z≥0に対しmk ≥ nk

(vii) 任意の k ∈ Z \ Z≥0に対しmk ≥ nk

命題５（アルキメデス性）　任意のm ∈ Z, n ∈ Z>0に対し k ∈ Zが存在し kn ≥ mを満
たす。

（証明）　m ≤ 0なら k = 1とする。m > 0なら k = m + 1とすれば kn = (m + 1)n ≥
m+ 1 > mが従う。

命題６　 Zは可算である。

（証明）　 n ∈ Nに対し f(2n − 1) = n − 1, f(zn) = −nと置けば f : N → Zが定まる。
Z = N ∪ {0} ∪ (−N)からNへの写像 g(m) = 2m+ 1,m ∈ N ∪ {0}, g(−m) = 2m,m ∈ N
は f の逆写像となっており f は全単射である。

定義　m ∈ Zに対しその絶対値 |m|をm ∈ Nなら |m| = m,m = 0なら |m| = 0,−m ∈ N
なら |m| = −mと定める。

命題４（除法原理）　任意のm ∈ Z及び任意の n ∈ Z>0に対し q ∈ Z及び r ∈ Z≥0が一
意的に存在し次を満たす：

m = qn+ r, 0 ≤ r < n

（証明）　m = 0なら q = r = 0とすれば良い。m ∈ Nなるアルキメデス性により k0 ∈ N
を取って k0n ≥ mとする事が出来る。従って

M = {k ∈ N; kn ≥ m}

は空でなく、その最小元 k1 = minMが存在する。これより k1n ≥ mとなる。k1n = mの
場合は q = k1, r = 0とすれば良い。k1n > mの場合は q = k1−1と置く。このとき q /∈ M

故 qn < mである。そこで r = m− qnと置くと 0 < r < mでありm = qn+ rが成立つ。
m ∈ −Nなら−m ∈ N故 q′ ∈ Z及び r′ ∈ Z≥0が存在して−m = q′n+ r′, 0 < r′ < nが成
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立つ。このときm = (−q′)n− r′ = (−q′ − 1)n + (n − r′)となり q = −q′ − 1, r = n− r′

とすればm = qn+ r, 0 < r < nを満たす。
最後に (q, r) ∈ Z×Z≥0の一意性を示そう。(q′, r′) ∈ Z×Z≥0が存在してm = q′n+r′, 0 ≤

r′ < nとなっていたとすると

qn+ r = q′n+ r′ ⇔ r − r′ = (q′ − q)n

もし r < r′なら 0 < r′ − r < nであり (q − q′)n = r′ − r > 0より q ̸= q′となるから
q − q′ ≥ 1が従う。このとき r′ − r = (q − q′)n ≥ nとなり矛盾を生ずる。もし r′ < rな
ら 0 < r − r′ < nであり (q′ − q)n = r − r′ > 0より q′ ̸= qとなるから q′ − q ≥ 1が従う。
このとき r − r′ = (q′ − q)n ≥ nとなり矛盾を生ずる。以上より r = r′を得る。このとき
(q′ − q)n = r − r′ = 0より q = q′が従う。

系　任意のm ∈ Z及び任意の n ∈ Z \ {0}に対し q ∈ Z及び r ∈ Z≥0が一意的に存在し次
を満たす：

m = qn+ r, 0 ≤ r < |n|

　

（証明）　−n ∈ Nに対し上の定理を適用する。q′ ∈ Z及び r′ ∈ Z≥0が一意的に存在し
m = q′(−n) + r′, 0 ≤ r′ < −nを満たす。そこで q = −q′, r = r′とすれば良い。一意性も
上の定理に帰着される。

定義　m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}に対し

m = qn+ r, 0 ≤ r < |n|

で一意的に定まる q ∈ Z及び r ∈ Z≥0を夫々mを nで割った商及び余りと謂う。r = 0即
ちm = qnの場合mは nで割り切れると謂い n|mと表し nをmの約数と謂う。

命題６　

(1) (±1)|m, (±m)|m

(2) n|m,m|k ⇒ n|k

(3) n|m ⇒ n|mk

(4) k ̸= 0, nk|mk ⇒ n|m

(5) n|m, ℓ|k ⇒ nℓ|mk

(6) n|m,n|k ⇒ n|(mi+ kj) ∀i, j ∈ Z

（証明）　

(1) m = (±1)(∓m)

(2) m = qn, k = q′m ⇒ k = (qq′)n
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(3) m = qn ⇒ mk = (kq)n

(4) mk = q(nk) ⇒ m = qn

(5) m = qn, k = q′ℓ ⇒ mk = (qq′)nℓ

(6) m = qn, k = q′n ⇒ mi+ kj = (qi+ q′j)n

定義　m ∈ Zが合成数であるとは j, k ∈ Z \ {±1}が存在してm = jkと表される事を謂
う。m ∈ Z \ {±1}が素数であるとは合成数でない事を謂う。

定理５（最大公約数の存在）　任意のm,n ∈ Z \ {0}に対し集合Mm,n及びDm,nを

Mm,n = {mi+ nj ∈ Z; i, j ∈ Z}
Dm,n = {k ∈ Z \ {0}; k|m且つ k|n}

　と定義する。このとき唯一つの d ∈ Z>0が存在し次を満たす：

(1) d ∈ Mm,n ∩Dm,n

(2) Mm,n = {ℓd ∈ Z; ℓ ∈ Z}

(3) 任意の c ∈ Dm,nに対し c|d

定義　m,n ∈ Z \ {0}に対し上で定まる dをmと nの最大公約数と謂い d = GCD(m,n)

と表す。またm = GCD(m, 0) = GCD(0,m), 0 = GCD(0, 0)とする。

（証明）　m = m1+n0, n = m0+n1故m,n ∈ Mm,n \ {0}が従う。mi+nj ∈ Mm,n \Z≥0

なら−(mi+nj) = m(−i)+n(−j)故−(mi+nj) ∈ Mm,n∩Nが従う。故にMm,n∩NはN
の空でない部分集合であり最小元を持つ。それをd = min(Mm,n∩N)と表す。d ∈ Mm,n∩N
故 i, j ∈ Zが存在し d = mi+ njを満たす。

Mm,n = {ℓd ∈ Z; ℓ ∈ Z}なる事：　 P = {ℓd ; ℓ ∈ Z}と置く。ℓd = ℓ(mi + nj) =

m(ℓi) + n(ℓj)故 P ⊂ Mm,nとなる。もし ℓ0 ∈ Mm,n \ P が存在したとすると i0, j0 ∈ Zに
よって ℓ0 = mi0 + nj0と表される。ℓ0を dで割った商及び余りを q0と r0とすると ℓ0 /∈ P

故 ℓ0は
ℓ0 = dq0 + r0, 0 < r0 < d

と表される。このとき

r0 = ℓ0 − dq0 = (mi0 + nj0)− (mi+ nj)q0

= m(i0 − iq0) + n(j0 − jq0) ∈ Mm,n ∩ N

となり dの最小性に反する。故に ℓ0は存在しない。即ちMm,n ⊂ P となる。

d ∈ Dm,nなる事：　m,n ∈ Mm,n = P 故m = ℓd, n = ℓ′dなる ℓ, ℓ′ ∈ Z \ {0}が存在する。
即ち d|m, d|nが成立つ。
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任意の c ∈ Dm,nに対し c|dなる事：c ∈ Dm,nならm′, n′ ∈ Z\{0}が存在しm = m′c, n = n′c

と表される。このとき d = mi+ nj = (m′i+ n′j)cとなるから c|dが従う。

一意性：もう一つの d′ ∈ Z>0 が (1)(2)を満たしていたとすると ℓ, ℓ′ ∈ Zが在って d =

d′ℓ, d′ = dℓ′が成立つ。これより d = d′ℓ = (dℓ′)ℓ即ち d(1 − ℓℓ′) = 0が成立つ。d ̸= 0故
ℓℓ′ = 1となり ℓ = ℓ′ = 1即ち d = d′が従う。

系１　 p ∈ Z>0を素数としm ∈ Z>0と pは 1以外の共通の約数を持たないとする。この
とき i, j ∈ Zが存在し pi+mj = 1が成立つ。

（証明）d = GCD(p,m)とすると p,m ∈ Mp,m = {ℓd; ℓ ∈ Z}であるから ℓ, ℓ′ ∈ Nが存在
し p = ℓd,m = ℓ′dが成立つ。pとmは 1以外の共通の約数を持たないから d = 1が従う。
1 = d ∈ Mp,mより結論を得る。

系２　m,n ∈ Z>0とし p ∈ Z>0を素数とする。

このとき p|mn ⇒ p|mまたは p|n

（証明）p|mnとし p|mではないと仮定する。系１より i, j ∈ Zが在って pi+mj = 1とな
る。p|mn故 k ∈ Z>0が在ってmn = pkとなる。従って

n = n(pi+mj) = p(ni) + (pk)j = p(ni+ kj)

となり p|nが成立つ。

定理６（算数の基本定理）任意のm ∈ Z \ {−1, 0, 1}に対し有限個の素数 {pi; 1 ≤ i ≤ n}
と正の整数 {ki ∈ Z>0; 1 ≤ i ≤ n}で次を満たすものが一意的に存在する：

(1)　 1 < p1 < · · · < pn

(2)　m = ±
n∏

i=1

pkii

ここに±はmの正負に従う。

（証明）m > 1の場合を考える。集合Dmを

Dm = {ℓ ∈ N; ℓ|m, ℓ > 1}

と定義する。m ∈ Dm故Dmは空でないので p1 = minDmが存在する。最小性より p1は
合成数ではなく素数である。故にmは

m = p1m1, p1は素数, m1 < m

と表される。m1 = 1ならばこれで証明が完結する。m1 > 1ならばmに就いての議論を
m1に対して行い

m1 = p2m2, p2は素数, m2 < m1
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なる表現を得る。以下同様にして j = 2, 3, · · · に対し

mj−1 = pjmj, pjは素数, mj < mj−1

なる構成を繰り返す。m > m1 > · · · > mj ≥ 1であるからこの操作は有限回で終了する。
それをN 回とするとmは

m = p1p2 · · · pN

と表される。右辺に現れる素数を小さい順に並べ、新たに 1 < p1 < · · · < pnと書き直し
piの現れる回数を正の整数 kiとすれば (1)(2)が成立つ。
一意性は定理５の系２と帰納法により示される。

系１　m ≥ 2なる整数mを

m =
n∏

i=1

pkii

と素因数分解表示する。ここに {pi ; 1 ≤ i ≤ n}は互いに異なる n個の素数で
{ki ∈ Z>0; 1 ≤ i ≤ n}は n個の正の整数であるとする。
このとき次は同値である：

(1) 全ての iに対し kiは偶数である。

(2) 唯一つの n ∈ Z>0が存在しm = n2を満たす。

(3) ℓ ∈ Z \ {0}及び n ∈ Z \ {−1, 0, 1}が存在し ℓ2m = n2を満たす。

系２　m ≥ 2なる整数mを

m =
n∏

i=1

pkii

と素因数分解表示する。ここに {pi ; 1 ≤ i ≤ n}は互いに異なる n個の素数で
{ki ∈ Z>0; 1 ≤ i ≤ n}は n個の正の整数であるとする。
このとき次は同値である：

(1) 或る iに対し kiは奇数である。

(2) m = n2を満たす n ∈ Z \ {0}は存在しない。

(3) ℓ2m = n2を満たす ℓ ∈ Z \ {0}及び n ∈ Z \ {−1, 0, 1}は存在しない。

4. 有理数

定理１（有理数体の構成）整数環Z及びZから0を除いた集合Z\{0}の直積集合Z×(Z\{0})
に於いて、関係∼を

(m,n) ∼ (i, j) ⇐=⇒
def

mj = ni
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で定めると∼は同値関係を成す。Z×(Z\{0})を関係∼で割った商集合 (Z×(Z\{0}))/ ∼
をQと表し (m,n)の属す類を [(m,n)]と表す：

[(m,n)] = {(i, j) ∈ Z× (Z \ {0}); (m,n) ∼ (i, j)}

Qの二つの元 [(m,n)]及び [(k, ℓ)]に対し和と積が

[(m,n)] + [(k, ℓ)] =
def.

(mℓ+ nk, nℓ)

[(m,n)] · [(k, ℓ)] =
def.

[(mk, nℓ)]

によって（代表元の取り方に依らず）定まりQに加法と乗法が定義される。加法及び乗法の
単位元は夫々[(0, 1)]及び [(1, 1)]である。[(m,n)]の加法及び乗法（但し [(m,n)] ̸= [(0, 1)]）
に関する逆元は夫々[(−m,n)]及び [(n,m)]で与えられる。Qは可換体を成す。Qには

[(m,n)] ≤ [(k, ℓ)] ⇐=⇒
def

{
nℓ > 0なるときmℓ ≤ nk

nℓ < 0なるときmℓ ≥ nk

によって（代表元の取り方に依らず）関係≤が定義され順序の公理を満たす。Qは全順
序集合で順序体を成す。ZからQへの写像 ιが

ι(m) = [(m, 1)]

で定義される。ιは単射であり加法と乗法に関し準同型となる。値域を制限した写像 ι :

Z ∋ m 7→ ι(m) ∈ ι(Z) は全単射であり和と積と順序に関し同型となる。また [(m,n)] =

ι(m)/ι(n), |[(m,n)]| = |ι(m)|/|ι(n)| = ι(|m|)/ι(|n|)が成立つ。

定義　定理１で構成された可換体Qを有理数体と謂う。ι : Z → QによってZはQに埋め
込まれる。加法の単位元（零元）[(0, 1)]を0と表し [(m,n)]の加法に関する逆元を−[(m,n)]

と表す。乗法の単位元 [(1, 1)]を 1と表す。[(m,n)] ≤ [(k, ℓ)]且つ [(m,n)] ̸= [(k, ℓ)]なると
き [(m,n)] < [(k, ℓ)]と表す。通常 [(m,n)]をm/nと表す。よって |[(m,n)]| = |[(|m|, |n|)] =
|m|/|n|と表す事が出来る。

（証明）関係∼は Z× (Z \ {0})の同値関係を成す事：

反射性：(m,n) ∼ (m,n) ⇔ mn = nm

対称性：(m,n) ∼ (i, j) ⇔ mj = ni

⇔ in = jm ⇔ (i, j) ∼ (m,n)

推移性：(m,n) ∼ (i, j), (i, j) ∼ (k, ℓ)

⇔ mj = ni, iℓ = jk

⇒ mjℓ = niℓ = njk ⇒ mℓ = nk ⇔ (m,n) ∼ (k, ℓ)

加法が代表元の取り方に依らず定まる事：

(m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)

⇔ mn′ = nm′, kℓ′ = ℓk′

⇒ (mℓ+ nk)n′ℓ′ = mn′ℓℓ′ + nn′kℓ′ = nm′ℓℓ′ + nn′k′ℓ = (m′ℓ′ + n′k′)nℓ

⇒ (mℓ+ nk, nℓ) ∼ (m′ℓ′ + n′k′, n′ℓ′)

31



乗法が代表元の取り方に依らず定まる事：

(m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)

⇔ mn′ = m′n′, kℓ′ = k′ℓ

⇒ mn′kℓ′ = m′nkℓ′ = m′nk′ℓ

⇒ (mk, nℓ) ∼ (m′k′, n′ℓ′)

加法の可換則：

[(m,n)] + [(k, ℓ)] = [(mℓ+ nk, nℓ)] = [(kn+ ℓm, ℓn)] = [(k, ℓ)] + [(m,n)]

加法の結合則：

([(m,n)] + [(k, ℓ)]) + [(i, j)] = [(mℓ+ nk, nℓ)] + [(i, j)]

= [((mℓ+ nk)j + (nℓ)i, (nℓ)j)] = [(m(ℓj) + n(kj + ℓi), n(ℓj))]

= [(m,n)] + [(kj + ℓi, ℓj)] = [(m,n)] + ([(k, ℓ)] + [(i, j)])

乗法の可換則：[(m,n)] · [(k, ℓ)] = [(mk, nℓ)] = [(k, ℓ)] · [(m,n)]

乗法の結合則：([(m,n)] · [(k, ℓ)]) + [(i, j)] = [(mk, nℓ)] · [(i, j)] = [(mki, nℓj)]

= [(m,n)] · [(ki, ℓj)] = [(m,n)] · ([(k, ℓ)] · [(i, j)])

加法に関する乗法の分配則：

[(m,n)] · ([(k, ℓ)] + [(i, j)]) = [(m,n)] · [(kj + ℓi, ℓj)] = [(m(kj + ℓi), nℓj)]

= [((mk) + (nj) + (nℓ)(mi), (nℓ)(nj))]

= [(mk, nℓ)] + [(mi, nj)] = [(m,n)] · [(k, ℓ)] + [(m,n)] · [(i, j)]

加法の単位元が [(0, 1)]である事：

[(m,n)] + [(0, 1)] = [(m · 1 + n · 0, n · 1)] = [(m,n)]

乗法の単位元が [(1, 1)]である事：

[(m,n)] · [(1, 1)] = [(m · 1, n · 1)] = [(m,n)]

[(m,n)]の加法に関する逆元が [(−m,n)]である事：

[(m,n)] + [(−m,n)] = [(mn+ n(−m), n2)] = [(0, n2)] = [(0, 1)]

[(m,n)]の乗法に関する逆元が [(n,m)]である事：m,n ̸= 0ならば

[(m,n)] · [(n,m)] = [(mn, nm)] = [(1, 1)]
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Qに於ける関係≤が代表元の取り方に依らず定まる事：　
(m,n) ≤ [(k, ℓ)], (m,n) ∼ (m′, n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)であるとする。先ず

(m,n) ∼ (m′n′), (k, ℓ) ∼ (k′, ℓ′)

⇔ mn′ = m′n, kℓ′ = k′ℓ

⇒ (m′ℓ′)nk = (m′n)(ℓ′k) = (mn′)(ℓk′) = (n′k′)mℓ

なる関係に注意する。

（1）k = 0の場合： 関係≤の定義により nℓ > 0なるときmℓ ≤ 0であり nℓ < 0なるとき
mℓ ≥ 0である。これより

n > 0, ℓ > 0ならm ≤ 0

n > 0, ℓ < 0ならm ≤ 0

n < 0, ℓ > 0ならm ≥ 0

n < 0, ℓ < 0ならm ≥ 0

となる。上記全ての場合にmn ≤ 0従ってm′n′ ≤ 0が成立する。

さて kℓ′ = k′ℓより k′ = 0であるから「n′ℓ′ > 0なるときm′ℓ′ ≤ 0であり n′ℓ′ < 0なると
きm′ℓ′ ≥ 0である事」を示せば良い。n′ℓ′の符号とm′n′の符号を与えたときm′ℓ′(n′)2 =

(n′ℓ′)(m′n′)によりm′ℓ′の符号が判別出来る。

さてm′n′ ≤ 0であるから

n′ℓ′ > 0ならm′ℓ′ ≤ 0

n′ℓ′ < 0ならm′ℓ′ ≥ 0

が従い、順序≤は代表元の取り方に依らない事が分かる。

（2）kℓ > 0の場合：nℓ > 0なるときmℓ ≤ nkであり nℓ < 0なるときmℓ ≥ nkである。
「n′ℓ′ > 0なるときm′ℓ′ ≤ n′k′であり n′ℓ′ < 0なるときm′ℓ′ ≥ n′k′である事」を示せば
良い。k′ℓ = k′ℓより k′ℓ′ > 0が従う。等式 n′k′(ℓ′)2 = (n′ℓ′)(k′ℓ′)により n′k′の符号と n′ℓ′

の符号は一致し、等式 (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ及び不等式mℓ ≤ nk(nℓ > 0の場合)または
mℓ ≥ nk(nℓ < 0の場合) より、m′ℓ′と n′k′との大小関係が定まる。これより

(i) nℓ > 0, k > 0なら ℓ > 0, n > 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

(ii) nℓ > 0, k < 0なら ℓ < 0, n < 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

33



(iii) nℓ < 0, k > 0なら ℓ > 0, n < 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

(iv) nℓ < 0, k < 0なら ℓ < 0, n > 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

従って、順序≤は代表元の取り方に依らない事が分かる。

（3）kℓ < 0の場合：k′ℓ = kℓ′によりk′ℓ′ < 0が従う。等式n′k′(ℓ′)2 = (n′ℓ′)(k′ℓ′)によりn′k′

の符号と n′ℓ′の符号は反対であり、等式 (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ及び不等式mℓ ≤ nk(nℓ > 0

の場合)またはmℓ ≥ nk(nℓ < 0の場合)より、m′ℓ′と n′k′との大小関係が定まる。これ
より

(i) nℓ > 0, k > 0なら ℓ < 0, n < 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

(ii) nℓ > 0, k < 0なら ℓ > 0, n > 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

(iii) nℓ < 0, k > 0なら ℓ < 0, n > 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

(iv) nℓ < 0, k < 0なら ℓ > 0, n < 0であり

• n′ℓ′ > 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≤ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≤ n′k′が従う。

• n′ℓ′ < 0なら (m′ℓ′)nk = (n′k′)mℓ ≥ (n′k′)nkよりm′ℓ′ ≥ n′k′が従う。

故に、順序≤は代表元の取り方に依らない事が分かる。

Qに於ける関係≤が順序を成す事：
反射性: [(m,n)] ≤ [(m,n)] ⇔ n2 > 0でありmn = nm

反対称性: [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)], [(k, ℓ)] ≤ [(m,n)]

⇔

{
nℓ > 0なるときmℓ ≤ nk且つ nk ≤ mℓ

nℓ < 0なるときmℓ ≥ nk且つ nk ≥ mℓ

⇔ mℓ = nk ⇔ [(m,n)] = [(k, ℓ)]
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推移性: [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)], [(k, ℓ)] ≤ [(i, j)]

⇔

{
nℓ > 0なるときmℓ ≤ nk, nℓ < 0なるときmℓ ≥ nk

ℓj > 0なるとき kj ≤ ℓi, ℓj < 0なるとき kj ≥ ℓi

ここで (1) nj > 0 (2) nj < 0 の二つの場合に分けて考える。

(1) nj > 0 ⇔ njℓ2 > 0 ⇔

{
nℓ > 0且つ ℓj > 0

nℓ < 0且つ ℓj < 0

}
の場合

(i) nℓ > 0, ℓj > 0, ℓ > 0の場合

n > 0, j > 0となるのでmℓj ≤ nkj ≤ nℓiであり ℓ > 0故mj ≤ niが従う。

(ii) nℓ > 0, ℓj > 0, ℓ < 0の場合

n < 0, j < 0となるのでmℓj ≥ nkj ≥ nℓiであり ℓ < 0故mj ≤ niが従う。

(iii) nℓ < 0, ℓj < 0, ℓ > 0の場合

n < 0, j < 0となるのでmℓj ≤ nkj ≤ nℓiであり ℓ > 0故mj ≤ niが従う。

(iv) nℓ < 0, ℓj < 0, ℓ < 0の場合

n > 0, j > 0となるのでmℓj ≥ nkj ≥ nℓiであり ℓ < 0故mj ≤ niが従う。

(2) nj < 0 ⇔ njℓ2 < 0 ⇔

{
nℓ > 0且つ ℓj < 0

nℓ < 0且つ ℓj > 0

}
の場合

(i) nℓ > 0, ℓj < 0, j > 0の場合

ℓ < 0, n < 0となるのでmℓj ≤ nkj ≤ nℓiよりmj ≥ niが従う。

(ii) nℓ > 0, ℓj < 0, j < 0の場合

ℓ > 0, n > 0となるのでmℓj ≥ nkj ≥ nℓiよりmj ≥ niが従う。

(iii) nℓ < 0, ℓj > 0, j > 0の場合

ℓ > 0, n < 0となるのでmℓj ≥ nkj ≥ nℓi よりmj ≥ niが従う。

(iv) nℓ < 0, ℓj > 0, j < 0の場合

ℓ < 0, n > 0となるのでmℓj ≤ nkj ≤ nℓiよりmj ≥ niが従う。

以上より

nj > 0なるときmj ≤ ni

nj < 0なるときmj ≥ ni

即ち [(m,n)] ≤ [(i, j)]が従う。

Qは順序≤に於いて全順序を成す事：任意の [(m,n)], [(k, ℓ)] ∈ Qに対し nℓ ̸= 0故 nℓ > 0

か nℓ < 0かどちらか一方が成立つ。
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(1) nℓ > 0の場合：mℓ, nk ∈ Z故

(i) mℓ = nk,　 (ii) mℓ > nk,　 (iii) mℓ < nk

の何れか一つが成立つ。(i)の場合は定義により [(m,n)] = [(k, ℓ)]となり (ii)(iii)の場合
は順序の定義により夫々[(m,n)] > [(k, ℓ)], [(m,n)] < [(k, ℓ)]となる。

(2) nℓ < 0の場合：上と同様 (i)(ii)(iii) の何れか一つが成立ち夫々[(m,n)] = [(k, ℓ)],

[(m,n)] < [(k, ℓ)], [(m,n)] > [(k, ℓ)]が成立つ。

以上よりQは全順序集合となる。

Qは順序体を成す事：[(m,n)] < [(k, ℓ)]なる [(m,n)], [(k, ℓ)] ∈ Qを取る。定義によりnℓ > 0

なるときmℓ < nk, nℓ < 0なるときmℓ > nkとなる。

(1) 任意の [(i, j)] ∈ Qに対し [(m,n)] + [(i, j)] < [(k, ℓ)] + [(i, j)]なる事：

これは [(mj + ni, nj)] < [(kj + ℓi, ℓj)]即ち{
nℓ > 0なるとき (mj + ni)ℓj < (kj + ℓi)nj ⇔ mℓj2 < nkj2 ⇔ mℓ < nk

nℓ < 0なるとき (mj + ni)ℓj > (kj + ℓi)nj ⇔ mℓj2 > nkj2 ⇔ mℓ > nk

と同値である。

(2) 任意の [(i, j)] > [(0, 1)]に対し [(m,n)] · [(i, j)] < [(k, ℓ)] · [(i, j)]なる事：

これは [(mi, nj)] < [(ki, ℓj)]即ち{
nℓ > 0なるときmiℓj < njki

nℓ < 0なるときmiℓj > njki

と同値であり [(i, j)] > [(0, 1)] ⇔ ij > 0故これは [(m,n)] < [(k, ℓ)]と同値である。

埋込み写像 ι : Z ∋ m 7→ ι(m) = [(m, 1)] ∈ Qは単射である事：

ι(m) = ι(n) ⇔ [(m, 1)] = [(n, 1)] ⇔ m = n

ιは準同型である事：

ι(m+ n) = [(m+ n, 1)] = [(m, 1)] + [(n, 1)] = ι(m) + ι(n)

ι(mn) = [(mn, 1)] = [(m, 1)] · [(n, 1)] = ι(m) + ι(n)

m ≤ n ⇔ ι(m) ≤ ι(n)なる事：

m ≤ n ⇔ [(m, 1)] ≤ [(n, 1)] ⇔ ι(m) ≤ ι(n)

[(m,n)] = ι(m)/ι(n)なる事：

ι(n) · [(m,n)] = [(n, 1)] · [(m,n)] = [(mn, n)] = [(m, 1)] = ι(m)
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|[(m,n)]| = |ι(m)/|ι(n)| = ι(|m|)/ι(|n|)なる事

初めの等式は順序体Q上の絶対値の性質である事から従う。次の等式はm > 0なら ι(|m|) =
[(|m|, 1)] = [(m, 1)] = ι(m) = |ι(m)|,m < 0なら ι(|m|) = [(−m, 1)] = ι(−m) = −ι(m) =

|ι(m)|より従う。

命題１：　Qは可算である。
（証明）　Z及びZ \ {0}は可算であるから、その積集合Z× (Z \ {0}) も可算である。Q
は可算集合 Z× (Z \ {0})からの全射による像であるから可算である。

定理２（有理数体の特徴付け I）順序体Kに対し次は同値である：

(1) K は Qと順序体として同型である。即ち全単射 f : Q → K が存在して任意の
[(m,n)], [(k, ℓ)] ∈ Qに対し次を満たす：

(i) f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)])

f([(m,n)] · [(k, ℓ)]) = f([(m,n)]) · f([(k, ℓ)])

(ii) [(m,n)] ≤ [(k, ℓ)] ⇒ f([(m,n)]) ≤ f([(k, ℓ)])

(iii) |f([(m,n)])| = |[(m,n)]|

(2) KはZと順序環として準同型でZの商体として実現される。即ち単射 g : Z → Kが
存在して任意のm,n ∈ Zに対し次を満たす：

(i) g(m+ n) = g(m) + g(n)

g(mn) = g(m) · g(n)

(ii) m ≤ n ⇒ g(m) ≤ g(n)

(iii) n ̸= 0 ⇔ g(n) ̸= 0K

(iv) K = {g(m)/g(n); (m,n) ∈ Z× (Z \ {0})}

(v) |g(m)| = |m|

（証明）　 (1) ⇒ (2) : Zから Qへの埋込み ι ∋ m 7→ ι(m) = [(m, 1)] ∈ Qによって
g = f ◦ ιと置く。fは同型で ιは準同型単射でどちらも順序を保つので gは準同型単射で順
序を保つ。g(0) = g(0+ 0) = g(0)+ g(0)故 g(0) = 0Kであり gは単射故 (iii)が成立つ。ま
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た g(1) = g(1 · 1) = g(1) · g(1) ⇔ g(1) · (1K − g(1)) = 0K ⇔ g(1) = 1Kでありm ∈ Z \ {0}
に対し

1K = g(1) = f([(1, 1)]) = f([(m,m)]) = f([(m, 1)] · [(1,m)])

= f([(m, 1)]) · f([(1,m)])

であるから (f([(m, 1)]))−1 = 1K/f([(m, 1)]) = f([(1,m)])が成立つ。故に

f([(m,n)]) = f([(m, 1)] · [(1, n)]) = f([(m, 1)]) · f([(1, n)])

= f([(m, 1)])/f([(n, 1)]) = g(m)/g(n)

となり
K = f(Q) = {g(m)/g(n); (m,n) ∈ Z× (Z \ {0}}

が従う。

(2) ⇒ (1) : 上と同様な議論で g(0) = 0K 及び g(1) = 1K が成立つ。m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}
に対し f([(m,n)]) = g(m)/g(n)と定義する。

f([(m,n)])は代表元の取り方に依らず定まる事 :

(m,n) ∼ (k, ℓ) ⇔ mℓ = nk ⇔ g(mℓ) = g(nk) ⇔ g(m)g(ℓ) = g(n)g(k)

⇔ g(m)/g(n) = g(k)/g(ℓ)

f は準同型なる事 :

f([(m,n)] + [(k, ℓ)]) = f([(mℓ+ nk, nℓ)]) = g(mℓ+ nk)/g(nℓ)

= (g(m) · g(ℓ) + g(n) · g(k))/(g(n) · g(ℓ)) = g(m)/g(n) + g(k)/g(ℓ)

= f([(m,n)]) + f([(k, ℓ)]),

f([(m,n)] · [(k, ℓ)]) = f([(mk, nℓ)]) = g(mk)/g(nℓ)

= (g(m) · g(k))/(g(n) · g(ℓ)) = (g(m)/g(n)) · (g(k)/g(ℓ))
= f([(m,n)]) · f([(k, ℓ)])

f は順序を保つ事 :

[(m,n)] ≤ [(k, ℓ)] ⇔

{
nℓ > 0 なるとき mℓ ≤ nk

nℓ < 0 なるとき mℓ ≥ nk

⇔

{
nℓ > 0 なるとき g(mℓ) ≤ g(nk) ⇔ g(m) · g(ℓ) ≤ g(n) · g(k)
nℓ < 0 なるとき g(mℓ) ≥ g(nk) ⇔ g(m) · g(ℓ) ≥ g(n) · g(k)

ここで nℓ > 0ならば g(n) · g(ℓ) = g(nℓ) > g(0) = 0K であるから

g(m) · g(ℓ) ≤ g(n) · g(k) ⇔ g(m)/g(n) ≤ g(k)/g(ℓ)

⇔ f([(m,n)]) ≤ f([(k, ℓ)])
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が従い nℓ < 0ならば g(n) · g(ℓ) = g(nℓ) < g(0) = 0K であるから

g(m) · g(ℓ) ≥ g(n) · g(k) ⇔ g(m)/g(n) ≤ g(k)/g(ℓ)

⇔ f([(m,n)]) ≤ f([(k, ℓ)])

が従う。

f は単射なる事 :

f([(m,n)]) = f([(k, ℓ)]) ⇔ g(m)/g(n) = g(k)/g(ℓ)

⇔ g(mℓ) = g(m) · g(ℓ) = g(n) · g(k) = g(nk) ⇔ mℓ = nk

⇔ [(m,n)] = [(k, ℓ)]

f は全射なる事 : f の定義と (iv)より直ちに従う。

定理３（有理数体の特徴付け II）

(1) 任意の順序体K に対しQからK への順序を保つ準同型単射 f : Q → K が存在す
る。f は |f([(m,n)])| = |[(m,n)]|を満たす。

(2) 有理数体Qの真部分体は存在しない。即ちQの部分集合Kが同じ演算の下で体を
成せばQ = Kとなる。

註　上の定理の意味でQは最小の順序体と位置付ける事が出来る。

（証明）

(1) 前節の定理３によって順序を保つ準同型単射 f : Z → K が存在する。定理２の
(2)⇒(1) の議論と同様に f([(m,n)]) = f(m)/f(n), [(m,n)] ∈ Qによって fの定義域
はQに拡大され (1)が従う。

(2) Nの部分集合M をM = {k ∈ N; k · 1K ∈ K}と定義する。1 ∈ M であり k ∈ M ⇒
k + 1 ∈ M となるからM = N即ち N ⊂ Qと見做した時 N ⊂ K ⊂ Qとなる。
0 ∈ K,−N ⊂ −K = K故 Z ⊂ Kが従う。(m,n) ∈ Z × (Z \ {0})に対しm/n ∈ K

であるからQ ⊂ K即ちQ = Kが従う。

5. 順序体に於ける完備性

K を順序体とし Q ⊂ K と見做す。K に於ける点列の収束の概念は数列と同様に定義
される。即ち K の点列 {an}が α ∈ K に収束するとは任意の ε ∈ K>0 に対し N ∈ N
が存在し n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対し |an − α| < ε となる事と定義する。ここに
K>0 = {k ∈ K; k > 0}とする。

定理１（順序体のアルキメデス性）順序体Kに対し次は同値である：
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(1) 任意の k ∈ K>0に対しN ∈ Nが存在しN > kを満たす。

(2) 任意のm,n ∈ K>0に対しN ∈ Nが存在しNm > nを満たす。

(3) 点列 {1/n}は 0 ∈ Kに収束する： lim
n→∞

1/n = 0

(4) QはKに於いて稠密である。

（証明） (1)⇒(2): 与えられたm,nに対し k = n/mとすれば良い。

(2)⇒(3)： 任意の ε ∈ K>0に対し (2)に於いてm = ε, n = 1とするとN ∈ Nが存在し
Nε > 1となる。よって n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対し nε > 1となり 0 < 1/n < εが
従う。
(3)⇒(4)： m,n ∈ Kはm > nを満たすとする。ε = m− nと置けば ε ∈ K>0故 (3)より
N ∈ Nが在って ℓ ≥ N なる任意の ℓ ∈ Nに対し 0 < 1/ℓ < m− nとなる。k = nℓ + 1と
置けば k ∈ Nであり 1/k < 1/(nℓ)となりNの部分集合M = {k ∈ N; k > nℓ}は空でなく
最小元 k0 ∈ Nが存在する。
このとき k0 − 1 /∈ M 故 k0 > nℓ ≥ k0 − 1となりm = n + (m − n) > (k0 − 1)/ℓ + 1/ℓ =

k0/ℓ > nが成立つ。
(4)⇒(1)：(1)を否定して矛盾を導こう。k0 ∈ K>0が存在し任意のn ∈ Nに対しn ≤ k0であ
るとする。(4)によりk0 ∈ K>0とk0+1 ∈ K>0との間に i/j ∈ Qが存在しk0 < i/j < k0+1

を満たす。j > 0ならば k0 < i/j ≤ iが従い i ∈ Nは k0 < iを満たす事となり矛盾を生ず
る。j < 0ならば 0 < k0 < i/j故 i < 0となり k0 < |i|/|j| ≤ |i|より |i| ∈ Nは k0 < |i|を
満たし再び矛盾を得る。

定義：定理１の同値な条件を満たす順序体をアルキメデス的と謂い、それら同値な条件を
(A)と表す。

定理２（完備性の特徴付け）　順序体Kに対し次は同値である：

(D) 連結性（デデキント性）
Kの空でない互いに素な部分集合A,BはK = A∪B及び「a ∈ A, b ∈ B ⇒ a < b」
なる条件を満たすとすると c ∈ Kが存在して次の (i)(ii)のどちらか一方が成立する：

(i) A = {k ∈ K; k ≤ c}, B = {k ∈ K; k > c}

(ii) A = {k ∈ K; k < c}, B = {k ∈ K; k ≥ c}

(W) 条件完備性（ワイエルストラス性）　
Kの空でない部分集合は上に有界なら上限を持ち、下に有界なら下限を持つ。

(M) 単調収束性　
Kの上に有界な単調増加列は収束列である。　
Kの下に有界な単調減少列は収束列である。　

(A)(CI) 区間縮小法（カントル性）　
Kはアルキメデス的でありKの有界閉区間の減少列の共通部分は空でない。
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(A)(C) 完備性
Kはアルキメデス的でありKのコーシー列は収束列である。

(BW) 点列コンパクト性（ボルツァノ・ワイエルストラス性）
Kの有界列は収束部分列を持つ。

(BL) コンパクト性（ボレル・ルベグ性）
Kの有界閉区間の任意の開（区間の成す）被覆は有限部分被覆を持つ。

（証明）(D) ⇒ (W)：M ̸= ∅は上に有界であるとする。Mが一点集合{c}なら c ∈ KがM

の上限である。よってMが二点以上を含む場合を考える。a, b ∈ Mは a < bを満たすとす
る。Kの部分集合A,BをA = {k ∈ K;∃m ∈ M : k < m}, B = {k ∈ K;∀m ∈ M,m ≤ k}
と定義する。M は上に有界故B ̸= ∅であり b ∈ M は a < bを満たすので a ∈ Aであり
A∩B = ∅, A∪B = Kが成立する。ここで条件「k ∈ A, ℓ ∈ B ⇒ k < ℓ」を示そう。もし
そうでなければ k ∈ A, ℓ ∈ Bが在って k ≥ ℓとなるが ℓ ∈ B, ℓ ≤ kより任意のm ∈ M に
対しm ≤ kが従い k ∈ B = K \ Aとなって矛盾を生ずる。さて、仮定 (D)より c ∈ Kが
存在して (i)A = {k ∈ K; k ≤ c} (ii)A = {k ∈ K; k < c} のどちらかが成立つ。(i)ならば
c ∈ A故m ∈ M が存在して c < mとなる。このとき d = (c +m)/2と置くと c < d < m

となる。c < d故 d ∈ K \A = B = {k ∈ K; c < k}となる。一方 d < mなるm ∈ M が存
在するので d ∈ Aとなり矛盾が生ずる。従って (ii)が成立する。このとき c ∈ Bとなり c

はM の最小の上界となる。
M ̸= ∅は下に有界であるとする。M が一点集合 {c}なら c ∈ K がM の下限である。

よってM が二点以上を含む場合を考える。a, b ∈ M は a < bを満たすとする。K の部
分集合 A,B を A = {k ∈ K; ∀m ∈ M,k ≤ m} B = {k ∈ K; ∃m ∈ M : m < k}と
定義する。M は下に有界故 A ̸= ∅であり a ∈ M は a < bを満たすので b ∈ B であり
A∩B = ∅, A∪B = Kが成立する。ここで条件「k ∈ A, ℓ ∈ B ⇒ k < ℓ」を示そう。もし
そうでなければ k ∈ A, ℓ ∈ Bが在って k ≥ ℓとなるが k ∈ A, ℓ ≤ kより任意のm ∈ M に
対し ℓ ≤ mが従い ℓ ∈ A = K \ Bとなって矛盾を生ずる。さて、仮定 (D)より c ∈ Kが
存在して (i)A = {k ∈ K; k ≤ c}(ii)A = {k ∈ K; k < c}のどちらかが成立つ。(ii)ならば
c ∈ B故m ∈ M が存在してm < cとなる。このき d = (c+m)/2と置くとm < d < cと
なる。d < c故 d ∈ Aとなる。一方m < dなるm ∈ M が存在するので d ∈ Bとなり矛盾
を生ずる。従って (i)が成立する。このとき c ∈ Aとなり cはM の最大の下界となる。

(W) ⇒ (M)：{an} ⊂ K を上に有界な単調増加列とする。仮定 (W)より {an}は上限
α ∈ Kを持つ。αは {an}の最小上界であるから任意の ε > 0に対し α − εは上界ではな
くN ∈ Nが在って α ≥ aN > α− εを満たす。{an}は単調増加列だから n ≥ N なる任意
の n ∈ Nに対し α ≥ αn ≥ αN > α− εとなる。即ち {an}は αに収束する。
{an} ⊂ Kを下に有界な単調減少列とする。仮定 (W)より {an}は下限 β ∈ Kを持つ。

βは {an}の最大下界であるから任意の ε > 0に対し β + εは下界ではなくN ∈ Nが在っ
て β ≤ aN < β + εを満たす。{an}は単調減少列だから n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対し
β ≤ an ≤ aN ≤ +εとなる。即ち {an}は βに収束する。

(M) ⇒ (A)：M, ε ∈ K>0が存在し任意の n ∈ Nに対し nε ≤ M であるとする。an = nε

とした点列 {an}は上に有界な単調増加列であり (M)により収束する。その極限を α ∈ K
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とする。N ∈ Nが在って n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対し α− ε < nε < α+ εとなる。特
にα− ε < Nεよりα < (N +1)εを得る。一方n = N +2として (N +2)ε < α+ εを得る。
以上より (N + 2)ε < α + ε < (N + 1)ε+ ε = (N + 2)εとなり矛盾が生ずる。

(M) ⇒ (CI)：有界閉区間 In = [an, bn] = {k ∈ K; an ≤ k ≤ bn}の列 {In}が減少列
In ⊃ In+1(∀n ∈ N) である事より {an}は上に有界な単調増加列で {bn}は下に有界な単
調減少列となる。仮定 (M)より {an}及び {bn}は収束列となり極限を持つので夫々α及
び β と表す。任意のm ∈ Nを取る。任意の ε > 0に対し N ∈ Nが在って n ≥ N なる
任意の n ∈ Nに対し |an − α| < ε, |bn − β| < εが成立つ。ℓ = max(m,N)と置くと
am ≤ aℓ < α + ε, β − ε < bℓ ≤ bmとなり ε > 0は任意であるから am ≤ α, β ≤ bmが
従う。もし β < αならば ε = (α − β)/2として対応するN ∈ Nを取れば aN > α − ε =

β + ε > bN となり矛盾である。従って α ≤ βとなる。故に [α, β] ⊂
∩
n∈N

[am, bm]が成立つ。

一方 c > βなる c ∈
∩
n∈N

Inが存在したとすると ε = (c − β)/2 > 0に対しN ∈ Nが存在

し bN < β + ε = β + (c − β)/2 = (c + β)/2 < cが従い c /∈ [aN , bN ]なる矛盾を得る。ま
た c < αなる c ∈

∩
n∈N

Inが存在したとすると ε = (α − c)/2 > 0に対しN ∈ Nが存在し

aN > α− ε = α− (α− c)/2 = (α+ c)/2 > cが従い c /∈ [aN , bN ]なる矛盾を得る。以上よ
り ∅ ≠ [α, β] =

∩
n∈N

Inが従う。

(A)(CI) ⇒ (D)：A ̸= ∅, B ̸= ∅, A ∩ B = ∅, A ∪ B = K なる K の部分集合 A,B は
「a ∈ A, b ∈ B ⇒ a < b」なる条件を満たすものとする。

{an} ⊂ A, {bn} ⊂ Bが存在して bn − an = (b1 − a1)/2
n−1 > 0なる事：A ̸= ∅, B ̸= ∅

より a1 ∈ A, b1 ∈ Bが存在する。これより a1 < b1が従う。K = A ∪ B,A ∩ B = ∅故
(a1 + b1)/2 ∈ Aまたは (a1 + b1)/2 ∈ B のどちらか一方が成立する。前者の場合 a2 =

(a1 + b1)/2, b2 = b1 と置き、後者の場合 a2 = a1, b2 = (a1 + b1)/2と置く。このとき
a1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ b1, b2 − a2 = (b1 − a1)/2, a2 ∈ A, b2 ∈ Bが従う。さてNの部分集合M を

M = {n ∈ N; ∃{aj}n1 ∈ A, ∃{bj}n1 ∈ B : bj − aj = (b1 − a1)/2
j−1, 1 ≤ j ≤ n,

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ bn ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1}

と定義する。上の議論より 1, 2 ∈ M である。任意に n ∈ M を取る。(an + bn)/2 ∈ Aまた
は (an + bn)/2 ∈ Bのどちらか一方が成立する。前者の場合 an+1 = (an + bn)/2, bn+1 = bn
と置き、後者の場合 an+1 = an, bn+1 = (an + bn)/2と置く。このとき an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤
bn, bn+1 − an+1 = (bn − an)/2, an+1 ∈ A, bn+1 ∈ Bが従うのでM = Nとなる事が分かる。∩
n∈N

[an, bn]は一点 c ∈ Kよりなる事：さて In = [an, bn]なる有界閉区間列は減少列である。

{an}及び {bn}の極限を α及び βとすると (CI)により [α, β] =
∩
n∈N

Inとなる。bn − an =

(b1 − a1)/2
n−1及び (A)により α = βとなるので c = α = βと置いて {c} =

∩
n∈N

Inを得る。

c ∈ K = A ∪B,A ∩B = ∅故 c ∈ Aまたは c ∈ Bのどちらか一方が成立つ。
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c ∈ Aの場合A = {k ∈ K; k ≤ c}である事：任意の k ∈ Aを取る。もし k > cであるな
ら ε = (k − c)/2 > 0に対するN ∈ Nを取り bN − aN < εとする事が出来る。このとき
bN < aN + ε ≤ c+ ε = (k+ c)/2 < kとなる。一方 k ∈ A, bN ∈ B故 k < bN が従い矛盾が
生ずる。故にA ⊂ {k ∈ K; k ≤ c}が成立つ。
さて k ≤ cなる任意の k ∈ Kを取る。k ∈ Bなら c ∈ A故 c < kが従い矛盾となる。故

に k ∈ Aとなる。以上より {k ∈ K; k ≤ c} ⊂ Aとなる。

c ∈ B の場合 B = {k ∈ K; k ≥ c}である事：任意の k ∈ B を取る。もし k < cであ
るなら ε = (c − k)/2に対するN ∈ Nを取り bN − aN < εとする事が出来る。このとき
aN > bN − ε ≥ c− ε = (c + k)/2 > kとなる。一方 aN ∈ A, k ∈ B故 aN < kが従い矛盾
が生ずる。故にB ⊂ {k ∈ K; k ≥ c}が成立つ。
さて k ≥ cなる任意の k ∈ Kを取る。k ∈ Aなら c ∈ B故 k < cが従い矛盾となる。故

に k ∈ Bとなる。以上より {k ∈ K; k ≥ c} ⊂ Bとなる。

(W)(M) ⇒ (C)：{an} ⊂ Kをコーシー列とする。

{an}は有界である事：ε = 1に対するN ∈ Nを取れば n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対し
|an − aN | ≤ 1であるからM = max(|a1|, · · · |aN−1|, |aN | + 1) とすれば任意の n ∈ Nに対
し |an| ≤ M となる。

{an}の上極限の存在：任意の n ∈ Nに対し An = {am ∈ K;m ≥ n}は上に有界だから
(W)によって上限を持つ。これを bn = sup

m≥n
amと置く。{bn}は下に有界な単調減少列であ

るから (M)によって或る c ∈ Kに収束する。

{an}の極限の存在：任意に ε > 0を取る。N1 ∈ Nが存在しm,n ≥ N1なる任意のm,n ∈ N
に対し |am−an| < εが成立つ。N2 ∈ Nが存在しn ≥ N2なる任意のn ∈ Nに対し |bn−c| < ε

が成立つ。N = max(N1, N2)と置く。任意の n ≥ N に対し bn − εはAnの上限ではない
のでm ≥ nが存在して bn − ε < am ≤ bnとなる。このとき

|an − c| ≤ |an − am|+ |am − bn|+ |bn − c| < 3ε

が従う。これは {an}が cに収束する事を意味する。

(A)(C) ⇒ (M)：{an} ⊂ Kを上に有界な単調増加列とする。k0 ∈ Kが存在し任意のn ∈ N
に対し an ≤ k0が成立つ。{an}がコーシー列である事を示そう。もしそうでないとすると
ε0 > 0が存在し任意のN ∈ Nに対しm,n ≥ N が在って |am − an| ≥ ε0とする事が出来
る。{an}は単調増加だから任意の ℓ ≥ max(m,n)に対し aℓ−aN ≥ aℓ−an ≥ am−an ≥ ε0
となる。以上より任意の N ∈ Nに対し L ∈ Nが存在し ℓ ≥ Lなる任意の ℓ ∈ Nに対
し aℓ − aN ≥ ε0となる事が従う。これより {an}の部分列 {anj

}で任意の j ∈ Nに対し
1 = n1 < n2 < · · · < nj < nj+1かつ anj+1

− anj
≥ ε0なるものの存在が従う。

仮定 (A)より j ∈ Nが在って jε0 > ε0 + k0 − a1を満たす。このとき

anj
=

j−1∑
k=1

(ank+1
− ank

) + a1 ≥ (j − 1)ε0 + a1 > k0
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となり k0が {an}の上界である事に反する。下に有界な単調減少列がコーシー列となる事
も同様にして証明される。

(W)(M) ⇒ (BW)：{an} ⊂ K を有界列とする。(W)(M)により {an}の上極限 c =

lim
n→∞

bn, bn = sup{am ∈ K;m ≥ n}が存在する。Nの部分集合を

M = {j ∈ N; ∃{nℓ ∈ N; ℓ = 1, · · · , j} : n1 < · · · < nj, |anℓ
− c| < 1/ℓ(∀ℓ)}

と定義する。ε = 1に対してN1 ∈ Nが在って n ≥ N1なる任意の n ∈ Nに対し c − 1 <

bn < c + 1となる。故に n1 ≥ N1が在って c− 1 < an1 ≤ bN1となり 1 ∈ M が従う。任意
に j ∈ M を取る。ε = 1/(j + 1)に対しNj+1 ∈ Nが在って n ≥ Nj+1なる任意の n ∈ N
に対し c − 1/(j + 1) < bn < c + 1/(j + 1)となる。故に nj+1 > max(nj, Nj+1)が在って
c− 1/(j + 1) < anj+1

≤ bNj+1
となり j + 1 ∈ M が従う。以上よりM = Nであり {an}の

部分列 {anj
}が定まる。この部分列は c ∈ Kに収束する。

(BW) ⇒ (A)：Kがアルキメデス的でなければ an = nなる数列 {an}は有界であり (BW)

により収束部分列を持つが n ̸= mなら |am − an| ≥ 1 となり {an}の任意の部分列はコー
シー列にも成り得ない。

(BW) ⇒ (C)：{an} ⊂ Kをコーシー列とする。(BW)により部分列{anj
}は極限α ∈ Kを

持つ。任意のε > 0に対しN1 ∈ Nが存在し j ≥ N1ならば |anj
−α| < εとなる。またN2 ∈ N

が存在し、j, k ≥ N2ならば |aj −ak| < εとなる。N = max(N1, N2)と置く。任意の j ≥ N

に対しk = njとすればnj ≥ jより |aj−anj
| < εとなり |aj−α| ≤ |aj−anj

|+|anj
−α| < 2ε

が従う。これは {an}が αに収束する事を意味する。

(W) ⇒ (BL)：I = [a, b] = {k ∈ K; a ≤ k ≤ b}をKの有界閉区間とし {Uλ : λ ∈ Λ}を
[a, b]の開（区間の成す）被覆とする。Kの部分集合M を

M = {m ∈ I;∃Λ′有限 ⊂ Λ : [a,m] ⊂
∪
λ∈Λ′

Uλ}

と定義する。Mは上に有界で a ∈ Mであるから (W)により上限を持つ。これを c ∈ Kと
する。c > bとすると bはM の上界ではないからm ∈ M が在って c > m > bとなるが、
これはm ∈ I に矛盾する。故に c ≤ bである。c ∈ I 故 λ0 ∈ Λが在って c ∈ Uλ0 となる。
Uλ0 は aλ0 , bλ0 ∈ Kによって Uλ0 = {k ∈ K; aλ0 < k < bλ0} の形に表されるから k < cな
る k ∈ Uλ0を一つ取る。このとき [k, c] ⊂ Uλ0となる。kはMの上界ではないからm ∈ M

が在って k < m < cとなる。
このとき Λの有限部分集合 Λ′が在って {Uλ;λ ∈ Λ′}は [a,m]を覆う。さて c < bである
とすると c ∈ Uλ0故 ℓ ∈ Uλ0が在って c < ℓ < bとなる。このとき [c, ℓ] ⊂ Uλ0より [k, ℓ] =

[k, c] ∪ [c, ℓ] ⊂ Uλ0 であり [a, ℓ] = [a,m] ∪ [k, ℓ]より [a, ℓ]は有限個の {Uλ;λ ∈ Λ′ ∪ {λ0}}
で覆う事が出来る。従って ℓ ∈ M となるがこれは c = supM である事に反する。よって
c = bである。さて [a, b] = [a,m] ∪ [k, c]故 I は有限個の {Uλ;λ ∈ Λ′ ∪ {λ0}} で覆う事が
出来る。

(BL) ⇒ (W)：
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Kは (A)を満たす事：そうでないとするとNはKの上に有界な部分集合となる。集合B

をNの上界の全体とする：B = {b ∈ K;∀n ∈ N, n ≤ b}
仮定より Bは空でないので元 b0 ∈ Bを一つ取る。各 n ∈ Nに対し Un = (n − 1/2, n +

1/2) = {k ∈ K;n − 1/2 < k < n + 1/2}と置く。n < k < n + 1なる k ∈ K に対し
Uk = (n, n+ 1) = {ℓ ∈ K;n < ℓ < n + 1}と置く。これらを全て合せて {Uλ;λ ∈ Λ}と表
す。さて任意の ℓ ∈ [1, b0] \Bに対し ℓ < nなる n ∈ Nが存在する。Mℓ = {m ∈ N; ℓ < m}
はn ∈ Mℓより空でなく最小元 ℓ′ = minMℓを持つ。ℓ ∈ Nなら ℓ = ℓ′+1故 ℓ ∈ Uℓ′+1 = Uℓ

となり ℓ /∈ Nなら ℓ′−1 < ℓ < ℓ′故 ℓ ∈ (ℓ′−1, ℓ′) = Uℓとなる。以上より [1, b0]\B ⊂
∪
λ∈Λ

Uλ

が従う。
また k ≤ b0なる k ∈ Bに対し Uk = (k − 1/2, k + 1/2)と置くと [1, b0] ∩ B ⊂

∩
{Uk; k ∈

B, k ≤ b0} となるので上の {Uλ : λ ∈ Λ}と合せた開区間の族は有界閉区間 [1, b0]の開被
覆となり (BL) より有限部分被覆を持つ。この有限部分被覆は Nを覆う。一方 n ∈ Nを
含む開被覆はUnだけでありこの有限部分被覆には有限個の自然数しか含まれず矛盾を生
ずる。

Kの空でない上に有界な部分集合は上限を持つ事：A0を空でない上に有界な部分集合と
する。A0は上限を持たないと仮定し矛盾を導こう。A = {k ∈ K;∃a ∈ A0 : k ≤ a}と置
く。A0及びAの上界の成す集合を夫々B0及びBとする：

B0 = {k ∈ K;∀a ∈ A0, a ≤ k}, B = {k ∈ K;∀a ∈ A, a ≤ k}

このときA0 ⊂ A,B ⊂ B0である。仮定よりA0もB0も空でない。任意の b0 ∈ B0を取る。
任意の a0 ∈ A0に対し a0 ≤ b0となる。任意の a ∈ Aに対し a0 ∈ A0が在って a ≤ a0とな
るので a ≤ b0が従う。故に b0 ∈ BとなりB = B0が成立つ。
A0の上限即ちB0の最小元は存在しないのでBの最小元は存在しない。またAに最大

元が存在したとするとそれはA0の最大元となり上限でもあるので矛盾である。故にAの
最大元は存在しない。
A ∩ Bが空でないとすると k ∈ A ∩ BはAの最大元となってしまい矛盾である。故に

A ∩B = ∅である。
A ∪ B = K でないとすると k /∈ A ∪ Bなる k ∈ K が存在するが k /∈ A故 k ≤ aなる

a ∈ Aは存在しない事により任意の a ∈ Aに対し a < kなる事が従い k ∈ Bとなり矛盾。
よってA ∪ B = Kが成立つ。Aの定義により k ∈ A, ℓ ∈ Kに対し ℓ < kなら ℓ ∈ Aとな
る事に注意する。同様には k ∈ B, ℓ ∈ Kに対し ℓ > kなら ℓ ∈ Bとなる。
Aには最大元が存在しないので任意の a ∈ Aに対し a < k なる k ∈ Aが存在する。

K のアルキメデス性により (k − a)n > 1なる n ∈ Nが存在する。従って Nの部分集合
Ma = {n ∈ N; a + 1/n ∈ A}は空でなく最小元が存在する。Maの最小元を n(a)と表す：
n(a) = minMa

B には最小元が存在しないので任意の b ∈ B に対し k < bなる k ∈ B が存在し (b −
k)n > 1なる n ∈ Nが存在する。従ってMb = {n ∈ N; b − 1/n ∈ B}は空でなく最小元
n(b) = minMbが存在する。
任意の a ∈ Aに対し Ua = (a − 1/n(a), a + 1/n(a)) = {k ∈ K; a − 1/n(a) < k <

a+1/n(a)}及び任意の b ∈ Bに対しUb = (b− 1/n(b), b+1/n(b)) = {k ∈ K; b− 1/n(b) <

k < b + 1/n(b)}と置く。A及びBから任意に二点 a0 ∈ A及び a0 ∈ Bを取る。このとき
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a0 < b0である。{Uk; k ∈ K} = {Ua; a ∈ A}∪{Ub; b ∈ B}は有界閉区間 [a0, b0]の開被覆と
なり (BL)より有限部分被覆を持つ。そのうち{Ua; a ∈ A}の成す部分を{Uaj ; i = 1, · · · , n}
と表す事にすれば c = max{ai + 1/n(ai) : i = 1, · · · , n}はAの最大元となる事が次の様
にして示される。先ず ai + 1/n(ai) ∈ Aより c ∈ Aである。任意の a ∈ Aを取る。a ≤ a0
なら a0 ≤ c故 a ≤ cである。a0 < aなら a ∈ [a0, b0] ∩ A故或る iに対し a ∈ Uai となり
a < ai + 1/n(ai) ≤ cが従う。
cはAの最大元となるがAは最大元を持たないので矛盾である。

定義：順序体Kは定理 2の同値な条件を満たすとき実数体と謂い、その元を実数と謂う。
定理 2の同値な条件を実数の連続性と謂う。

6. 実数

定理１（実数体の構成）有理数体Qのコーシー列の全体の成す集合 Cに於いて、関係∼
を

{am} ∼ {bn} ⇐=⇒
def.

{an − bn}は 0に収束する

と定めると∼は同値関係を成す。Cを関係∼で割った商集合 C/ ∼をRと表し {an}の属
す類を [{an}]と表す：

[{an}] = {{bn} ∈ C; {an} ∼ {bn}}

QからRへの写像 ιが ι(q) = [{an}]で定まる。ここに {an}は an = q(∀n)で定まる Cの元
とする。

Rの二つの元 {an}及び [{bn}]に対し和と積が

[{an}] + [{bn}] =
def.

[{an + bn}]

[{an}] · [{bn}] =
def.

[{an + bn}]

によって（代表元の取り方に依らず）定まり Rに加法と乗法が定義される。加法及び乗
法の単位元は夫々ι(0)及び ι(1)であり [{an}]の加法及び乗法（但し [{an}] ̸= ι(0))に関す
る逆元は夫々[{−an}]及び [{bn}]（ここに an = 0なる nに対し bn = 0, an ̸= 0なる nに対
し bn = 1/anと定める）で与えられる。
Rは可換体を成す。Rには

[{an}] < [{bn}] ⇐=⇒
def.

[∃ε0 ∈ Q>0∃N ∈ N : ∀n ≥ N, bn − an ≥ ε0]

[{an}] ≤ [{bn}] ⇐=⇒
def.

[{an}] < [{bn}]または [{an}] = [{bn}]

によって（代表元の取り方に依らず）関係≤が定義され順序の公理を満たす。Rは全順序集
合で順序体を成す。任意の [{an}] ∈ Rに対し [{an}] ≥ ι(0)なら |[{an}]| = [{an}], [{an}] <
ι(0)なら |[{an}]| = −[{an}] = [{−an}]と置く。Rはアルキメデス的で完備である。Qか
らRへの写像 ιは単射であり加法と乗法に関し準同型であり値域 ι(Q)はRで稠密となる。
値域を制限した写像 ι : Q ∋ q 7→ ι(q) ∈ ι(Q)は全単射であり和と積と順序に関し同型と
なる。
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（証明）　関係∼は Cの同値関係を成す事：

反射性：{an} ∼ {an}は an − an = 0(∀n)なる事より従う。

対称性：{an} ∼ {bn} ⇔ {an − bn}は 0に収束する
⇔ {bn − an}は 0に収束する⇔ {bn} ∼ {an}

推移性：{an} ∼ {bn}, {bn} ∼ {cn}

⇔ {an − bn}, {bn − cn}は 0に収束する

⇒ {an − cn}は 0に収束する⇔ {an} ∼ {cn}

加法が代表元の取り方に依らず定まる事：{an} ∼ {a′n}, {bn} ∼ {b′n}

⇔ {an − a′n}, {bn − b′n}は 0に収束する

⇒ {(an − bn)− (a′n + b′n)}は 0に収束する⇔ {an + bn} ∼ {a′n + b′n}

乗法が代表元の取り方に依らず定まる事：{an} ∼ {a′n}, {bn} ∼ {b′n}

⇔ {an − a′n}, {bn − b′n}は 0に収束する

⇒ {anbn − a′nb
′
n}は 0に収束する⇔ {anbn} ∼ {a′nb′n}

最後の⇒にはコーシー列が有界列である事と次の等式を用いる：

anbn − a′nb
′
n = (an − a′n)(bn − b′n) + a′n(bn − b′n) + (an − a′n)b

′
n

加法の可換則：

[{an}] + [{bn}] = [{an + bn}] = [{bn + an}] = [{bn}] + [{an}]

加法の結合則：

([{an}] + [{bn}]) + [{cn}] = [{an + bn}] + [{cn}]
= [{(an + bn) + cn}] = [{an + (bn + cn)}] = [{an}] + [{bn + cn}]
= [{an}] + ([{bn}] + [{cn}])

乗法の可換則：

[{an}] · [{bn}] = [{anbn}] = [{bnan}] = [{bn}] · [{an}]

乗法の結合則：

([{an}] · [{bn}]) · [{cn}] = [{anbn}] · [{cn}] = [{(anbn)cn}]
= [{an(bncn)}] = [{an}] · [{bncn}] = [{an}] · ([{bn}] · [{cn}])
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加法に関する乗法の分配則：

[{an}] · ([{bn}] + [{cn}]) = [{an}] · [{bn + cn}]
= [{an(bn + cn)}] = [{anbn + ancn}] = [{anbn}] + [{ancn}]
= [{an}] · [{bn}] + [{an}] · [{cn}]

加法の単位元が ι(0)である事：

[{an}] + ι(0) = [{an + 0}] = [{an}]

乗法の単位元が ι(1)である事：

[{an}] · ι(1) = [{an · 1}] = [{an}]

[{an}]の加法に関する逆元が [{−an}]である事：

[{an}] + [{−an}] = [{an − an}] = [{0}] = ι(0)

[{an}] ̸= ι(0)の乗法に関する逆元:

[{an}] = ι(0) ⇔ {an}は 0に収束する　

⇔ ∀ε ∈ Q>0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, |an| < ε

より
[{an}] ̸= ι(0) ⇔ ∃ε0 ∈ Q>0 : ∀N ∈ N ∃n ≥ N : |an| ≥ ε0

が従う。{an} ∈ C であるから ∃N0 ∈ N : ∀m,n ≥ N0, |am − an| < ε0/2となる。そ
こで N0 に対し |an| ≥ ε0 なる n ≥ N0 を取ると m ≥ N0 なる任意の m ∈ Nに対し
|am| ≥ |an| − |am − an| > ε0/2となる。従って [{a}] ̸= ι(0)なら an = 0なるmは有限個
であり特に Z = {n ∈ N; an = 0}とすれば ♯Z < N0である。さて {bn}を

bn = 0 (n ∈ Z), bn = 1/an (n /∈ Z)　と置くと

anbn = 0(n ∈ Z), anbn = 1(n /∈ Z)となるので有限個のnを除きanbn = 1で [{an}]·[{bn}] =
[{anbn}] = ι(1)が従う。

Rに於ける関係≤が代表元の取り方に依らず定まる事：
{an}, {bn}は条件

「∃ε ∈ Q>0,∃N ∈ N : ∀n ≥ N, bn − an ≥ ε」

　
を満たしているとし {an} ∼ {a′n}, {bn} ∼ {b′n}であるとすると

∃N1 ∈ N : ∀n ≥ N1, |an − a′n| < ε/3

∃N2 ∈ N : ∀n ≥ N2, |bn − b′n| < ε/3
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が成立つからN0 = max(N,N1, N2)と置くと n ≥ N0なる任意の n ∈ Nに対し

b′n − a′n = (bn − an) + (b′n − bn)− (a′n − an)

≥ bn − an − |b′n − bn| − |a′n − an| > ε/3

が従い、関係<は代表元の取り方に依らないので関係≤もそうである。

関係 ≤ は順序の公理を満たす事：[{an}] < [{an}] ではない事は定義より直ちに従う。
[{an}] < [{bn}]かつ [{bn}] < [{an}]ならば ∃ε ∈ Q>0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, bn − an > ε

且つ an − bn > εとなるので矛盾。最後に [{an}] < [{bn}], [{bn}] < [{cn}]ならば ∃ε ∈
Q>0∃N ∈ N : ∀n ≥ N, bn − an > ε且つ cn − bn > εとなるので cn − an > 2εが従う。これ
は [{an}] < [{cn}]を意味する。
以上により関係<は狭義順序であり≤は順序となる。

Rは全順序集合を成す事：{an}, {bn} ∈ Cに対し {an} ∼ {bn}は [{an − bn}] = ι(0)及び
[{an}] = [{bn}]と同値である。{an} ∼ {bn}でない事は [{an − bn}] ̸= ι(0)と同値であり上
の議論より ε0 ∈ Q>0及びN0 ∈ Nが存在しm,n ≥ N0なる任意のm,n ∈ Nに対し

|am − an| < ε/3, |bm − bn| < ε/3, |an − bn| > ε

である事と同値である。さて aN0 − bN0 < εまたは aN0 − bN0 < −εのどちらか一方が成立
つ。前者ならば任意のm ≥ N0に対し am − bm = (aN0 − bN0) + (am − aN0) + (bN0 − bm) >

(aN0 − bN0) − |am − aN0 | − |bN0 − bm| > ε/3であり、後者ならば任意のm ≥ N0に対
し am − bm < (aN0 − bN0) + |am − aN0 | + |bN0 − bm| < −ε/3である。即ち前者ならば
[{bn}] < [{an}]となり後者ならば [{an}] < [{bn}]となる。

Rは順序体を成す事：[{an}] < [{bn}] ⇒ [{an}] + [{cn}] < [{bn}] + [{cn}]なる事は

∃ε ∈ Q>0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, bn − an > ε

⇔ ∃ε ∈ Q>0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N, (bn + cn)− (an + cn) > ε

より従う。[{an}] < [{bn}], [{cn}] > ι(0) ⇒ [{a}] · [{cn}] < [{bn}] · [{cn}]なる事は「∃ε0 ∈
Q>0 ∃N0 ∈ N : ∀n ≥ N0, cn ≥ ε0」及び「∃ε ∈ Q>0 ∃N1 ∈ N : ∀n ≥ N1, bn − an > ε」な
る事により「n ≥ N ≡ max(N0, N1) ⇒ bncn − ancn > ε0ε 」が得られるからである。

Rはアルキメデス的である事：[{an}] ∈ Rを任意に取る。このとき {an}はQのコーシー列
故有界である。従ってM ∈ Q>0が存在して任意のN ∈ Nに対し |an| ≤ Mとなる。Qはア
ルキメデス的なのでN ∈ Nが在ってM < N となり |an| < N が成立つ。ε0 = (N −M)/2

とすれば ε0 ∈ Q>0でN − an ≥ N −M > ε0となるので [{an}] < ι(N)が従う。

Rは完備である事：{αk} ⊂ Rをコーシー列とする。αk ∈ RはQのコーシー列 {a(k)n }を
代表元として αk = [{a(k)n }]と表される。任意に ε ∈ R>0を取る。ε = [{εn}] > ι(0)と見做
せば δ ∈ Q>0及びN ∈ Nを取って n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対し εn > δと出来る。こ
れより ε > ι(δ)が従う。さて {a(k)n }はQのコーシー列だからN ∈ Nが在ってm,n ≥ N

なる任意のm,n ∈ Nに対し |{a(k)n } − {a(k)n }| ≤ δ/2と出来る。Rの元 ι({a(k)m }) − αk は
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ι(a
(k)
m )−αk = [{a(k)m −a

(k)
n }n∈N]と表されるから |ι(a(k)m )−αk| = |[{a(k)m −a

(k)
n }n∈N]| < ι(δ) < ε

が従う。
さてQは可算だから全単射 σ : N → Qが存在する。任意の k ∈ Nに対し

Mk = {k ∈ N; |ι(σ(k))− αk| < ι(1/k)}

と置く。σ−1(a
(k)
m ) ∈ Mk 故Mk は空でない。Mk の最小元をmk ∈ Nとする。このとき

{σ(mk)}k∈NはQのコーシー列である。実際任意の η ∈ Q>0に対しNη > 1なるN ∈ Nを
取って p, q ≥ N なる任意の p, q ∈ Nに対し |αp − αq| < ι(η)とする事が出来る。故に

|σ(mp)− σ(mq)| = |ι(σ(mp))− ι(σ(mq))|
≤ |ι(σ(mp))− αp|+ |αp − αq|+ |αq − ι(σ(mq))|
≤ ι(1/p) + ι(η) + ι(1/q) < 3ι(η) = ι(3η)

となるからである。

さて α = [{σ(mk)}k∈N]と置く。{αk}が αに収束する事を示そう。上の議論により任意
の ε ∈ R>0に対し δ ∈ Q>0及びN ∈ Nが存在して k ≥ N なる任意の k ∈ Nに対し

|ι(σ(mk))− α| < ι(δ) < ε

である事が従う。N ′δ > 1なるN ′ ∈ Nを取りN ′′ = max(N,N ′)と置く。
このとき k ≥ N ′′なる任意の k ∈ Nに対し

|αk − α| ≤ |αk − ι(σ(mk))|+ |ι(σ(mk))− α|
< ι(1/k) + ι(δ) < 2ε

となる。これは lim
k→∞

αk = αを意味する。

定理２ (実数体の特徴付け)

実数体は全て同型である。即ち、二つの順序体KとK ′が共に実数の連続性の条件を満た
しているとすると全単射 f : K → K ′が存在し演算と順序を保つ。また |f(k)| = |k|が任
意の k ∈ Kに対して成立する。

（証明）有理数体の特徴付けにより演算と順序を保つ単射φ : Q → K及びφ′ : Q → K ′が
存在する。Kはアルキメデス的なので φ(Q)はKで稠密である。よって任意の k ∈ Kに
対しQの列 {an}が存在し k = lim

n→∞
φ(an)となる。このとき {φ′(an)}はK ′でコーシー列

を成す。実際m,n → ∞なるとき

|φ′(am)− φ′(an)| = |φ′(am − an)| = |an − an| → 0

であるからである。K ′の完備性により k′ ∈ K が存在し k′ = lim
n→∞

φ′(an)となる。以上

より K ∋ k 7→ k′ ∈ K ′ が定まるので、この写像を f とする。k ∈ φ(Q)に対しては
f(k) = (φ′ ◦φ−1)(k)であるから fはφ(Q)上で演算と順序を保ち |f(k)| = |(φ′(φ−1(k))| =
|φ−1(k)| = |k|が成立つ。φ(Q)はKで稠密であるから f はK上で演算と順序と絶対値を
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保つ。f の単射性は |f(k) − f(ℓ)| = |f(k − ℓ)| = |k − ℓ|より従い、全射性は φ′(Q)のK ′

に於ける稠密性から従う。

7. 複素数

定理１ (複素数体の構成) 　実数体Rの直積集合R2 = R× Rに加法と乗法を

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

で定める。加法及び乗法の単位元は夫々(0, 0)及び (1, 0)である。(a, b)の加法及び乗法（但
し (a, b) ̸= (0, 0))に関する逆元は夫々(−a,−b)及び (a/(a2 + b2),−b/(a2 + b2))で与えられ
る。R2は可換体を成す。この可換体を Cと表す。a ∈ Rに対し ι(a) = (a, 0)と置くと写
像 ι : R → Cが定まる。ιは単射であり加法と乗法に関し準同型となる。(a, b) ∈ Cに対
し、その絶対値を

|(a, b)| =
√
a2 + b2

で定めると

|(a, b) + (c, d)| ≤ |(a, b)|+ |(c, d)|
|(a, b) · (c, d)| = |(a, b)||(c, d)|
|ι(a)| = |a|

が成立つ。

（証明）　加法の可換則：

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) = (c+ a, d+ b) = (c, d) + (a, b)

加法の結合則：

((a, b) + (c, d)) + (e, f) = (a+ c, b+ d) + (e, f) = ((a+ c) + e, (b+ d) + f)

= (a+ (c+ e), b+ (d+ f)) = (a, b) + (c+ e, d+ f)

= (a, b) + ((c, d) + (e, f))

乗法の可換則：

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) = (ca− db, da+ cb) = (c, d) · (a, b)

乗法の結合則：

((a, b) + (c, d)) · (e, f) = (ac− bd, ad+ bc) · (e, f))
= ((ac− bd)e− (ad+ bc)f, (ac− bd)f + (ad+ bc)e)

= (a(ce− df)− b(de+ cf), a(cf + de) + b(−df + ce))

= (a, b) · (ce− df, cf + de) = (a, b) · ((c, d) · (e, f))
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加法に関する乗法の分配則：

(a, b) · ((c, d) + (e, f)) = (a, b) · (c+ e, d+ f)

= (a(c+ e)− b(d+ f), a(d+ f) + b(c+ e))

= ((ac− bd) + (ae− bf), (ad+ bc) + (af + be))

= (ac− bd, ad+ bc) + (ae− bf, af + be)

= (a, b) · (c, d) + (a, b) · (e, f)

加法の単位元が (0, 0)である事：

(a, b) + (0, 0) = (a+ 0, b+ 0) = (a, b)

乗法の単位元が (1, 0)である事：

(a, b) · (1, 0) = (a1− b0, a0 + b1) = (a, b)

(a, b)の加法に関する逆元：

(a, b) + (−a,−b) = (a+ (−a), b+ (−b)) = (0, 0)

(a, b) ̸= (0, 0)の乗法に関する逆元：

(a, b) · (a/(a2 + b2),−b/(a2 + b2))

= (a(a/(a2 + b2))− b(−b/(a2 + b2)), a(−b/(a2 + b2)) + b(a/(a2 + b2)))

= (a2/(a2 + b2) + b2/(a2 + b2),−ab/(a2 + b2) + ba/(a2 + b2))

= ((a2 + b2)/(a2 + b2), (−ab+ ba)/(a2 + b2)) = (1, 0)

絶対値に関する性質：

(|(a, b)|+ |(c, d)|)2 − |(a, b) + (c, d)|2

= |(a, b)|2 + 2|(a, b)||(c, d)|+ |(c, d)|2 − |(a+ c, b+ d)|2

= (a2 + b2) + 2
√
a2 + b2

√
c2 + d2 + (c2 + d2)− ((a+ c)2 + (b+ d)2)

= 2(
√
a2 + b2

√
c2 + d2 − ac− bd) ≥ 0,

|(a, b) · (c, d)|2 = |(ac− bd, ad+ bc)|2

= (ac− bd)2 + (ad+ bc)2

= a2c2 − 2acbd+ b2d2 + a2d2 + 2adbc+ b2c2

= (a2 + b2)(c2 + d2) = |(a, b)|2|(c, d)|2,
|ι(a)|2 = |(a, 0)|2 = a2

52



ι : R → Cに関する性質：

ι(a+ b) = (a+ b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = ι(a) + ι(b)

ι(ab) = (ab, 0) = (a, 0) · (b, 0) = ι(a) · ι(b)

ιの単射性は ι(a) = ι(b) ⇔ (a, 0) = (b, 0) ⇔ a = bより従う。

定義　複素数体Cの元 (0, 1)は虚数単位と謂い iで表す。

命題

(1) 任意の複素数 (a, b)は (a, b) = ι(a) + ι(b) · iと表される。

(2) i2 = i · i = ι(−1) = (−1, 0)

（証明）

(1) (a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = ι(a) + ι(b) · i

(2) i · i = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = ι(−1)

註　複素数 (a, b)を通常 zと表し、aを zの実部、bを zの虚部として
a = Rez, b = Imzと表す。(a, b) = ι(a) + ι(b) · iは z = a + bi, i2 = (−1, 0)は i2 = −1と
表す。
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