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　ユークリッド空間Rnに於けるラプラシアンのレゾルベントの積分表示に現れる積分核
のスペクトルパラメタ及び空間変数に関する依存性を不等式の形で精密に把握する事を
考えよう。n = 1の場合は具体的にRe

√
λ > 0なる λ ∈ C\(−∞, 0]に対し

((λ−∆)−1f)(x) =
1

2
√
λ

∫ ∞

−∞
exp(−

√
λ |x− y|)f(y)dy

と表されるので以降 n ≥ 2の場合のみを考える。さてReλ > 0なる λ ∈ Cに対しラプラ
シアンのレゾルベントは

((λ−∆)−1f)(x) = (F−1(λ+ | · |2)−1)f̂(x)

= (2π)−n/2((F−1(λ+ | · |2)−1) ∗ f)(x)

と表されるので、積分核Eλを

Eλ(x) = (2π)−n/2(F−1(λ+ | · |2)−1)(x) = (2π)−n

∫
Rn

eix·ξ(λ+ |ξ|2)−1dξ

と定めるとラプラシアンのレゾルベントの積分表示

((λ−∆)−1f)(x) = (Eλ ∗ f)(x) =
∫
Rn

Eλ(x− y)f(y)dy

が得られる。積分核Eλは広義積分として

Eλ(x) = lim
R→∞

(2π)−n

∫
|x|≤R

eix·ξ(λ+ |ξ|2)−1dξ

= lim
R→∞

(2π)−n

∫
|ξ|≤R

eix·ξ
(∫ ∞

0

e−(λ+|ξ|2)tdt

)
dξ

= lim
R→∞

(2π)−n

∫ ∞

0

e−λt

(∫
|ξ|≤R

eix·ξ−t|ξ|2dξ

)
dt

= (2π)−n

∫ ∞

0

e−λt

(∫
Rn

eix·ξ−t|ξ|2dξ

)
dt

=

∫ ∞

0

e−λt

(
1

4πt

)n/2

exp

(
−|x|2

4t

)
dt

=
1

4πn/2|x|n−2

∫ ∞

0

exp

(
−λ|x|2

4s
− s

)
sn/2−2ds
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と表示される。そこで ν, z ∈ Cに対し

Kν(z) =
1

2

(z
2

)−ν
∫ ∞

0

exp

(
−z2

4t
− t

)
tν−1dt

と置いてKνの性質を調べよう。積分の収束の為に zは

D = {z ∈ C ; Rez > 0, Re(z2) > 0} = {z ∈ C ; |Argz| < π/4}

で考えるものとし zν = exp(ν log z) = exp(ν(Log|z|+i Argz))なる分枝を取るものとする。

命題１　 ν ∈ C, z ∈ Dに対しKν(z) = K−ν(z)

（証明）　Kν : D → Cは正則であるから、一致の定理よりR>0 = (0,∞)上で等式を示せ
ば充分である。x > 0に対し s = x2/(4t)とすれば

K−ν(x) =
1

2

(x
2

)ν ∫ ∞

0

exp

(
−s− x2

4s

)(
x2

4s

)−ν

s−1ds

=
1

2

(x
2

)−ν
∫ ∞

0

exp

(
−x2

4s
− s

)
sν−1ds = Kν(x)

となる。これが示すべき等式であった。

命題２　Re ν > −1/2, z ∈ Dに対し

Kv(z) =
π

1
2

2
1
2Γ(ν + 1

2
)

e−z

z
1
2

∫ ∞

0

e−ssν−
1
2

(
1 +

s

2z

)ν− 1
2
ds

（証明）　両辺共 zの函数としてD上正則であるから、一致の定理よりR>0上で等式を示
せば充分である。Re ν > −1/2, x > 0に対し

1

2

(x
2

)ν ∫ ∞

0

exp

(
−t− x2

4t

)
t−ν−1dt

=
1

2

(x
2

)ν ∫ ∞

0

exp

(
−t− x2

4t

)[
1

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

e−tssν−
1
2ds

]
t−

1
2dt

=
1

2

(x
2

)ν 1

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

sν−
1
2

(∫ ∞

0

exp(−(1 + s)t− x2

4t
)t−

1
2dt

)
ds

=
1

2

(x
2

)ν 1

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

sν−
1
2

(
π

1
2 (1 + s)−

1
2 exp(−(1 + s)

1
2x)
)
ds
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ここで t = (1 + s)
1
2 ⇔ s = t2 − 1とすれば dt = 1

2
(1 + s)−

1
2dsとなるので最後の等式の右

辺は (x
2

)ν π
1
2

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

1

e−tx(t2 − 1)ν−
1
2dt

となる。更に s = (t− 1)x ⇔ t = 1 + s/xとすれば dt = 1
x
ds,

t2 − 1 =
(
1 +

s

x

)2
− 1 =

s2

x2
+ 2

s

x
=

s2

x2

(
1 +

2x

s

)
より、この積分は

(x
2

)ν π
1
2

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

e−x−s

(
s2

x2

)ν− 1
2
(
1 +

2x

s

)ν− 1
2 1

x
ds

=
π

1
2

2νΓ(ν + 1
2
)

e−x

xν

∫ ∞

0

e−ss2ν−1

(
1 +

2x

s

)ν− 1
2

ds

=
π

1
2

2
1
2Γ(ν + 1

2
)

e−x

x
1
2

∫ ∞

0

e−ssν−
1
2

(
1 +

s

2x

)ν− 1
2
ds

と変形される。命題１と合せると、これが示すべきものであった事が分かる。

命題２を n ≥ 2, ν = n/2− 1, z =
√
λ |x|,

√
λ ∈ D, x ∈ Rn\{0}に対して適用する事

により、ラプラシアンの積分核Eλの積分表示

Eλ(x)

=
2

4π
n
2 |x|n−2

(√
λ |x|
2

)n
2
−1

· 1
2

(√
λ |x|
2

)1−n
2 ∫ ∞

0

exp

(
−λ |x|2

4s
− s

)
s

n
2
−2ds

=
1

2
n
2 π

n
2

(√
λ

|x|

)n
2
−1

· π
1
2

2
1
2Γ
(
n−1
2

) e−
√
λ |x|

(
√
λ |x|)

1
2

∫ ∞

0

e−ss
n−3
2

(
1 +

s

2
√
λ |x|

)n−3
2

ds

=
1

2
n+1
2 π

n−1
2 Γ

(
2−1
2

) · (√λ)
n−3
2

|x|n−1
2

e−
√
λ |x|

∫ ∞

0

e−ss
n−3
2

(
1 +

s

2
√
λ |x|

)n−3
2

ds

を得る。n = 3の場合は最後の積分は 1に等しくなり

Eλ(x) =
1

4π|x|
e−

√
λ |x|

となる。Eλ(x)の挙動を知る為には最後の積分の評価が重要である。

それを補題の形に纏めて置こう。
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補題１　任意の n ≥ 2及び a > 0に対し次の評価が成立つ：∫ ∞

0

e−ss
n−3
2

(
1 +

s

2a

)n−3
2

ds ≤

{ (
3
2

)n−3
2

(
Γ
(
n−1
2

)
+ Γ(n− 2)a

3−n
2

)
, n ≥ 3

√
π, n = 2

(証明) 　 n ≥ 3の場合、積分区間を分けて次の様に評価する。∫ ∞

0

e−ss
n− 3

2

(
1 +

s

2a

)n−3
2

ds

≤
∫ a

0

e−ss
n−3
2

(
1 +

1

2

)n−3
2

ds+

∫ ∞

a

e−ss
n−3
2

(s
a
+

s

2a

)n−3
2

ds

=

(
3

2

)n−3
2
∫ a

0

e−ss
n−3
2 ds+

(
3

2a

)n−3
2
∫ ∞

a

e−ssn−3ds

≤
(
3

2

)n−3
2

min

(
2

n− 1
a

n−1
2 , Γ

(
n− 1

2

))
+

(
3

2

)n−3
2

Γ(n− 2)a
3−n
2

≤
(
3

2

)n−3
2
(
Γ

(
n− 1

2

)
+ Γ(n− 2)a

3−n
2

)

一方 n = 2に相当する場合は次の様に評価する。∫ ∞

0

e−ss−
1
2

(
1 +

s

2a

)− 1
2
ds ≤

∫ ∞

0

e−ss−1/2ds =
√
π

これより次の命題を得る。

命題１　ラプラシアンのレゾルベントの積分核Eλは任意の
√
λ ∈ D, x ∈ Rn\{0}に対し

次の評価を持つ：

(1) 　 n = 2の場合

|Eλ(x)| ≤
1

2
√
π
· 1

|λ|1/4|x|1/2
exp(−Re

√
λ |x|)

(2) 　 n ≥ 3, |λ|1/2 |x| ≤ 1の場合

|Eλ(x)| ≤ Cn|x|2−n,

Cn =
3(n−3)/2

2n−1π(n−1)/2

(
1 +

Γ(n− 2)

Γ((n− 1)/2)

)
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(3) 　 n ≥ 3, |λ|1/2 |x| ≥ 1の場合

|Eλ(x)| ≤ Cn
|λ|(n−3)/4

|x|(n−1)/2
exp(−Re

√
λ |x|)

ここにCnは (2)と同じ定数である。

n = 2 の場合、命題２の評価は |λ|1/2|x| ≥ 1 でも |λ|1/2|x| ≤ 1 でも共通であるが
|λ|1/2|x| ≤ 1に限ると次の様に精密化される。

命題２　 n = 2の場合 |λ|1/2|x| ≤ 1,
√
λ ∈ Dなる任意の λ ∈ C\(−∞, 0], x ∈ R2\{0}に

対し

|Eλ(x)| ≤
1

2π
log

(
2√

Reλ |x|

)

(証明)

Eλ(x) =
1

4π

∫ ∞

0

exp

(
−λ |x|2

4s
− s

)
ds

s

を評価する。∫ ∞

0

exp

(
−Reλ |x|2

4s
− s

)
ds

s

=

∫ ∞

0

exp

(
−1

s
− 4s

Reλ |x|2

)
ds

s

≤
∫ 1/(Reλ |x|2)

0

exp

(
−1

s

)
ds

s
+ exp(−Reλ |x|2)

∫ ∞

1/(Reλ |x|2)
exp

(
− 4s

Reλ |x|2

)
ds

s

≤
∫ 1

0

exp

(
−1

s

)
ds

s
+

∫ 1/(Reλ |x|2)

1

exp

(
−1

s

)
ds

s
+ exp(−Reλ |x|2)

∫ ∞

1

exp(−4s)
ds

s

≤
∫ ∞

1

exp (−t)
ds

s
+

∫ 1/(Reλ |x|2)

1

ds

s
+ exp(−Reλ |x|2)

∫ ∞

1

exp(−4s)ds

≤ 1 + log

(
1

Reλ |x|2

)
+

1

4
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より

|Eλ(x) ≤
1

4π

(
5

4
+ log

(
1√

Re λ |x|

))
=

1

4π
log

(
e5/4√

Re λ |x|)2

)

=
1

2π
log

(
e5/8√

Re λ |x|)

)
≤ 1

2π
log

(
2√

Re λ |x|)

)
を得る。ここに 5/8 < log 2は

log 2 =

∫ 2

1

dt

t
=

n∑
j=1

∫ 1+j/n

1+(j−1)/n

dt

t

≥
n∑

j=1

n

n+ j
· 1
n
=

n∑
j=1

1

n+ j

に於いて n = 5とした

log 2 >
1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
+

1

10
=

1

8
+

(
1

6
+

1

10

)
+

(
1

7
+

1

9

)
=

1

8
+

16

60
+

16

63

>
1

8
+

16

64
+

16

64
=

5

8

より従う。
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