
高岡秀夫氏の業績

小澤　徹

2008年度日本数学会賞春季賞は高岡秀夫氏に与えられた．同じ研究分野で働く者とし
て大変喜ばしい事である．高岡秀夫氏は昨年度春季賞受賞者中西賢次氏と共に，分散型
非線型偏微分方程式の研究で我が国を代表する若手研究者であり，世界的な研究動向に
大きな影響を与える業績を挙げている．特に，James Colliander, Markus Keel, Gigliola

Staffilani, Terence Taoとの 1999年頃からの共同研究によって得られた結果は，解析の分
野における近年の最も大きな成果の一つであると言って良い1 .以下その具体的内容を概
説したい2 .尚，最後の文献表は高岡氏の業績リストであり本文中の引用文献とは一致し
ない．高岡氏本人による論説をご覧戴きたい．

1993年にBourgainはフーリエ制限法と云う，非線型波動方程式や非線型分散型方程式
を解析する新しい手法を開発した3 4 .これは，運動量空間 (フーリエ波数空間)において，
非線型相互作用を直接評価すると云うものであり，非線型項の次数が低い場合は，従来の
手法に比べ極めて精密な時間局所的評価式を与えてくれる．これにより，非常に広い（言
い換えれば，弱い）函数空間における時間局所解の存在証明が可能となった．非線型偏微
分方程式の解のクラスとしては，エネルギークラスなどの物理的に意味のある保存量に
対応した函数空間を考えることが多い．しかし，解の時間大域的挙動を調べようとする場
合，エネルギークラスでは狭すぎる事がしばしば起こる．例えば統計力学的な研究を行う
ため，不変測度の一つであるギブス測度を構成しようとすると，エネルギークラスが測度
零になってしまうので，より広い函数空間で解を作る必要がある．5 .Bourgainや，それ
に先行する Lebowitz-Rose-Speerの着想は，不変測度を保存量の代わりに用いることで，
(エネルギークラスより広い)殆ど全ての初期値について大域解を構成しようというもの
であった．また，KdV方程式は，指数 － 1/2のソボレフ空間（粗く言って，－ 1/2階の
導函数が２乗可積分となるような超函数の空間）に対応するシンプレクティック空間にお
ける無限次元ハミルトン系と見做すことができる．このような幾何学的な構造が入る函数
空間で非線型発展方程式を考えることができれば，解の時間大域的な挙動がより精密に解
析できると期待される．したがって，Bourgain以後の大きな問題の一つは，運動量空間
における解析方法において，どのようにすれば時間大域的評価式を得ることができるかと

1 T.Taoは 2006年 8月にフィールズ賞を受賞したが，受賞理由の一つは非線型シュレディンガー方程式
に関するこの共同研究であったことは記憶に新しい．

2 以下の内容は堤誉志雄先生のご教示による所が多い．
3 1994年に，Bourgainがフィールズ賞を受賞したときの受賞理由の一つがこの研究業績である．
4 同じ 1993年に全く独立にKlainermanとMachedonは同様の方法で相対論的非線型波動方程式やその

相互作用系に対してエネルギークラスでの解の一意性を証明した．その経緯から現在この方法は，非線型分
散型方程式の研究者からは Bourgainの方法，非線型双曲型方程式の研究者からは Klainerman-Machedon
の方法と呼ばれている．本論説では分散型を扱うので慣例に従って Bourgainの方法と称する事にする．

5 空間一次元の場合，ギブス測度の台は指数 1/2のソボレフ空間（粗く言って，1/2階導函数が２乗可積
分となるような函数の空間）より広い函数空間に載っている．これは，ブラウン運動の軌道の滑らかさに対
応している
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云うことであった．1998年にBourgainは，この問題に対しても部分的な解決法を提案し
た．しかし，適用できる方程式のクラスが狭く，非線型項が解の導函数に依存するような
場合6 には適用できなかった．この方向で大きな進展をもたらしたのがColliander, Keel,

Staffilani, 高岡, Taoによる一連の共同研究であった．現在，この研究グループは I-team

と呼ばれ，彼らが開発した運動量空間における時間大域的解析方法は I-methodと呼ばれ
ている．
さて，まず I-methodとは何かについて，簡単に説明しておきたい．非線型発展方程式
に対しては，非線型相互作用により，運動量空間において低周波から高周波への、あるい
はその逆の高周波から低周波へのエネルギーの流れが引き起こされる．このエネルギー
の流れが，解の大域的性質を決定するであろうと云う予想は，物理学者や数学者の間で古
くからあった．例えば，コルモゴロフの乱流理論などは，その典型例である．このエネル
ギー流について，形式的な考察は数多くなされてきたが，数学的に厳密な議論や証明はほ
とんど無かったと言ってよい．I-method以前に使われていた通常の議論は，非線型発展
方程式が満たす保存則を用いて，間接的にエネルギーの流れを制御する方法と見做す事
が出来る．しかしこの方法では，保存則が意味を持たないような弱いクラスの解に対して
は，何の情報も得ることもできない．I-methodは以下の二つの部分からなる．

（1）運動量空間における高周波切断による解の近似方法
（2）高周波と低周波の非線型相互作用の評価

1998年に Bourgainは，非線型シュレディンガ一方程式に対し (1)，(2)に対応した手法
を提出した．この方法は，階段函数により高周波部分を切断するものであった．しかし，
Bourgainの方法は，先駆的ではあったが，適用できる方程式が限られており，得られる
解の評価式も最良のものではなかった．その理由は，運動量空間における高周波と低周
波の相互作用を，ある種の平滑化作用によって制御していたためであった．それに対し，
I-methodでは，滑らかに減衰する切断作用素をうまく取り，近似保存則を基礎に，高周
波と低周波の相互作用を方程式の持つ構造（例えば，エネルギー保存則を保証する方程式
の対称性など）を利用して評価するという手法を取っている．この方法は，高周波と低周
波の相互作用を評価する際に，方程式の対称性から生じる特異性の相殺を考慮した手法で
あると言え，ここがBourgainのように，低周波部分のみに保存則を適用する手法と決定
的に異なる点である．従って，I-methodを具体的な方程式に適用する場合，特異性の相
殺を考慮しながら高周波と低周波の相互作用をいかに評価するのかと云うことが重要と
なる．
次に，I-methodによる解析から，何が得られたのかと云う点について述べたい．すで
に述べたように，運動量空間におけるエネルギー流を時間大域的に評価する方法は，I-

method以前には，解が満たす保存則を用いるより他になかった．しかし，それは間接的
な評価方法であり，非線型相互作用により何が起こっているのかについては推測の域を出
なかった．これについて，数学的に厳密な情報を引き出す方法論を初めて提出したのが
I-method である．その結果として，保存量が意味を持たないような広いクラスの弱解に
対して大域的な解析が可能になった．さらに，エネルギークラスの解に対しても ソボレ
フ臨界指数の非線型項を持つシュレディンガ一方程式の一意大域解の存在を証明するこ
とにも成功した．これは，非線型楕円型方程式で記述される山辺の問題のシュレディン

6 微分型非線型シュレディンガー方程式や KdV方程式など
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ガー版に相当する難問で，長い間未解決であった．非線型波動方程式に対しては 1990年
に，Grillakisによってこの問題は解かれたが，シュレディンガー方程式の場合，特異性を
局所化するのが困難であったため未解決のまま残っていた．この研究で見出された相互作
用モラベッツ評価は，方程式の対称性から見ても，解の大域的情報を新たに記述した点か
ら見ても，極めて重要な研究対象である．
なお，I-methodは完全可積分系でない非線型分散型方程式にも適用できるうえに，KdV

方程式のような完全可積分系に対し，逆散乱法からは証明できないような結果を得るこ
とにも成功している．具体的には，シンプレクティック構造が入るような広い函数空間で
KdV方程式を考え，解の作る流れが Gromovの意味での non-squeezing propertyを持つ
ことを証明した．この性質は，写像による像がつぶれない，あるいは写像によって写され
た集合の体積が保存されると云う性質の一般化である．この結果は非線型発展方程式に対
しては，非線型相互作用により，運動量空間においてエネルギーが低周波から高周波へ流
れるときの振舞いを規定する結果であると考えられている．
最後に，I-methodの数学的な価値・意義について考えたい．もちろん，この方法だけ
で，形式的な議論あるいは物理的な考察から得られる重要な現象をまだ説明できていな
い，と云うのは事実である．しかし，その方面への研究の大きな第一歩であると言えよう．
また，単に非線型分散型方程式を解析するという観点だけからではなく，古典的な調和解
析と密接な関係があると云う点でも非常に興味深い．例えば，フーリエ波数を切断する手
法は，フーリエ級数の総和法として古くから知られた手法である．総和法の窓函数（すな
わち，切断作用素）を適切に選ぶことにより，ギブス現象を抑制できることはよく知られ
ている．I-methodはこのような古典的な調和解析の問題と密接な関係があり，今後フー
リエ級数およびフーリエ変換の総和法に関する未解決問題に対しても新しい知見を与える
のではないかと予想される．さらに，個別の問題に I-methodを適用する場合，(1)や (2)

について，問題に応じた工夫が必要となる．そのための改良も重要であり，I-methodで
全ての問題が解決したという訳ではないが将来的に汎用性の高い方法論を提出したと言
えるだろう．また，I-methodは解の存在だけでなく，非線型散乱理論や定在波解の安定
性・不安定性の問題にも広く適用されており，そのことが I-methodの有効性をさらに高
めている．
高岡氏は以下の文献表にあるように，I-teamでの研究以外にも数々の業績を挙げてい
る．その中で一つ修正ベンジャミン・オノ方程式に関するKenig7 との共同研究について
触れておきたい．(修正)ベンジャミン・オノ方程式は，非線型シュレディンガー方程式や
KdV方程式と共に非線型分散型方程式を代表する方程式であり，重要な研究対象である
が，文献は比較的少ない．これは，ベンジャミン・オノ方程式の非線型項の滑らかさが線
型項の平滑化作用に比べて低い事に起因する困難の表れとも言える．高岡氏はKenigとの
共同研究で，修正ベンジャミン・オノ方程式の初期値問題について指数 1/2のソボレフ空
間での大域適切性を証明した．この結果は現時点で最良のものである．指数 1/2のソボレ
フ空間が最大であるかどうかは今後の課題である．
以上のように，高岡氏は非線型分散型方程式の大域理論の研究に大きく貢献した．非線
型偏微分方程式と調和解析にまたがる幅広い領域における極めて深い一連の研究は日本
数学会賞春季賞に誠に相応しいものである．

7 Kenigは 2008年に Bôcher賞を受賞したが受賞業績の一つはベンジャミン・オノ方程式に関するもので
ある．
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