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空でない集合X、単位元１を持つ環Rに対し、XからRへの写像で有限な台を持つもの
全体の成すR加群をF0(X; R)と表す：

F0(X; R) = {f : X → R ; ]{x ∈ X; f(x) 6= 0} < ∞}

x ∈ X に対し ιx ∈ F0(X; R)が ιx(x) = 1, ιx(y) = 0 (y 6= x)で定まる。このとき
ι : x 7→ ιxによりXからF0(X; R)への単射が定まる。x ∈ Xに対し evx : F0(X; R) → R

が evx(f) = f(x)で定まる。このとき任意の f ∈ F0(X; R)に対し

f =
∑
x∈X

evx(f)ιx

が成立つ (右辺の総和は f の台の有限性より常に有限和であり各点に於いて一つの項以外
は０となる)。言い換えるとF0(X; R)上

id =
∑
x∈X

evx(·)ιx

なる等式が成立つことになる。

定義　一つの空でない集合Xに対し、R加群M と写像 µ : X → M の組 (M,µ)が普遍的
(universal)であるとは次の性質が成立する事と定義する：

任意のR加群N と任意の写像 ν : X → N に対し唯一つの準同型写
像 ϕ : M → N が存在し ϕ ◦ µ = νが成立つ。

命題　空でない集合Xに対し (F0(X; R), ι)は普遍的である。

(証明)　R加群N と写像 ν : X → N を与える。f ∈ F0(X; R)に対し

ϕ(f) =
∑
x∈X

evx(f)ν(x)

と置く。ϕはF0(X; R)からN への準同型写像となり

(ϕ ◦ ι)(x) = ϕ(ιx) =
∑
y∈X

evy(ιx)ν(y) = ν(x)
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が任意の x ∈ Xに成立つのでϕ ◦ ι = νが従う。最後にϕ の一意性を示そう。ψ ◦ ι = νな
る準同型写像 ψ : F0(X; R) → N があったとすると任意の f ∈ F0(X; R)に対し

ψ(f) = ψ

(∑
x∈X

evx(f)ιx

)
=

∑
x∈X

evx(f)ψ(ιx)

=
∑
x∈X

evx(f)(ψ ◦ ι)(x)

=
∑
x∈X

evx(f)ν(x) = ϕ(f)

となり ψ = ϕが従う。

定義　F0(X; R)をXから生成された自由加群と謂う。R加群Mが自由加群であるとは、
空でない集合Xが存在してM はF0(X; R) と同型である事と定義する。　

命題　R加群M に対し次は同値である。

(1) M は自由加群である。

(2) M は基底を持つ。

(証明)(1) ⇒ (2) :　定義により、空でない集合X と同型写像 ϕ : F0(X; R) → M が存在
する。任意の y ∈ M に対し ϕの全射性より f ∈ F0(X; R)が存在して y = ϕ(f)となる。
このとき

y = ϕ(f) = ϕ

(∑
x∈X

evx(f) · ιx

)
=

∑
x∈X

evx(f)ϕ(ιx)

=
∑
x∈X

evx(f)(ϕ ◦ ι)(x)

であるから (ϕ◦ι)(X) = {(ϕ◦ι)(x); x ∈ X}はMの生成系となる。次に{cj}n
1 ⊂ R, {xj}n

1 ⊂

Xに対し
n∑

j=1

cj(ϕ ◦ ι)(xj) = 0であるとするとϕ

(
n∑

j=1

cjιxj

)
= 0となる。ϕの単射性より

n∑
j=1

cjιxj
= 0となるので相異なる xj上の値を取る事により c1 = · · · = cn = 0を得る。

(2) ⇒ (1) :　R加群M の基底をXとする。M はF0(X; R)と同型である事を示せば良

い。任意の y ∈ M に対し {cj}n
1 ⊂ R, {xj}n

1 ⊂ X が一意的に定まり y =
n∑

j=1

cjxj と表せ

る。このとき ϕ(y) =
∑n

j=1 cjιxj
と置けば ϕはM からF0(X; R)への同型写像となる。
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単位元を持つ環Rに対しV,WをR加群とする。F0(V ×W ; R)を直積集合V ×Wから生
成された自由加群とする。Kを次の形で表される全ての元 (x, x′ ∈ V, y, y′ ∈ W, r, r′ ∈ R)

ι(rx+r′x′,y) − rι(x,y) − r′ι(x′,y)

ι(x,ry+r′y′) − rι(x,y) − r′ι(x,y′)

の生成するF0(V × W ; R)の部分加群とする。

定義　 V とW のテンソル積を商加群F0(V ×W ; R)/Kと定義し V ⊗R W または V ⊗W

と表す。付随する完全列を

0 → K → F0(V × W ; R)
j−→ V ⊗R W → 0

と表し ι(x,y) ∈ F0(V × W ; R)の jによる像を x ⊗ yと表す：

x ⊗ y = j(ι(x,y)) = (j ◦ ι)(x, y)

Kの定義と jの準同型性により

(rx + r′x′) ⊗ y = r(x ⊗ y) + r′(x′ ⊗ y)

x ⊗ (ry + r′y′) = r(x ⊗ y) + r′(x ⊗ y′)

が従う。これより夫々0 ⊗ y = x ⊗ 0 = 0が成立する。

定義　R加群 V,W に対し、R加群M と双線型写像 µ : V × W → M の組 (M,µ)が普遍
的 (universal)であるとは次の性質が成立する事と定義する：

任意のR加群N と任意の双線型写像 ν : V × W → N に対し唯
一つの準同型写像 ϕ : M → N が存在し ϕ ◦ µ = νが成立つ。

命題　R加群 V,W に対し (V ⊗R W, j ◦ ι)は普遍的である。

(証明)　R加群Nと双線型写像ν : V ×W → Nを与える。(F0(V ×
W ; R), ι)の普遍性により、唯一つの準同型写像 ϕ̃ : F0(V ×W ; R) →
N が存在し ϕ̃ ◦ ι = νが成立つ。ϕ̃は f ∈ F0(V × W ; R)に対し

ϕ̃(f) =
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)ν(x, y)

なる表示を持つ。ϕ̃◦ι = νでありνは双線型であるからK ⊂ Kerϕ̃となる。よって ϕ̃ = ϕ◦j

なる準同型 ϕ : F0(V × W ; R)/K → N が定まる。よって ϕは V ⊗R W からN への準同
型写像で ν = ϕ̃ ◦ ι = ϕ ◦ (j ◦ ι)を満たす。
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最後に ϕの一意性を示そう。ψ ◦ (j ◦ ι) = νなる準同型 ψ : V ⊗R W → N があったと
する。V ⊗R W = Im jなので任意の z ∈ V ⊗R W に対し f ∈ F0(V × W ; R)があって
z = j(f)となる。f を

f =
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)ι(x,y)

と表すと、ψ, j, ϕの準同型性及び ψ ◦ j ◦ ι = ν = ϕ ◦ j ◦ ι より

ψ(z) = (ψ ◦ j)(f) =
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)(ψ ◦ j)(ι(x,y))

=
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)(ψ ◦ j ◦ ι)(x, y)

=
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)ν(x, y)

=
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)(ϕ ◦ j ◦ ι)(x, y)

=
∑

(x,y)∈V ×W

ev(x,y)(f)(ϕ ◦ j)(ι(x,y))

= (ϕ ◦ j)(f)

= ϕ(z)

となり ψ = ϕが従う。
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