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∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx

n−1∑
k=0

exp

(
2πi

n
k2

)

ϑ(t) =
∞∑

n=−∞
exp(−πn2t), t > 0

(1)

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx =

√
π

(2) n ≥ 1
n−1∑
k=1

exp

(
2πi

n
k2

)
=

√
n(1 + (−1)n

1− i

(3) t > 0

∞∑
n=−∞

exp(−πn2t) =
1√
t

∞∑
n=−∞

exp

(
−πn2

t

)

(4) Rez > 0 z ∈ C

∞∑
n=−∞

exp(−πn2z) =
1√
z

∞∑
n=−∞

exp

(
−πn2

z

)

√
z

(1),(2),(3)

n−1∑
k=0

exp

(
2πi

n
k2

)
=

1 + (−1)n

1− i

√
n

π

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx, n ≥ 1 (5)

∞∑
n=−∞

exp(−πn2t) =

∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx ·

∞∑
n=−∞

exp

(
−πn2

t

)
, t > 0 (6)
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(5) (1) ⇒ (2) (2) ⇒ (1)
√
n(1 + (−1)n)

1− i

(
1− 1√

π

∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx

)
= 0 ∀n ≥ 1

((5) n = 1 )

(6) x �→ √
πtx = y (1) ⇒ (3)

(3) ⇒ (1) (
1√
t
−

∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

) ∞∑
n=−∞

exp

(
−πn2

t

)
= 0 ∀t > 0

((6) t = 1 ) (3),(6)

0 < ε < R ε,R [ε, R]

sup
t≥ε

∞∑
n=−∞

exp(−πn2t) = sup
t≥ε

(
1 + 2

∞∑
n=1

exp(−πn2t)

)
≤ 1 + 2

∞∑
n=1

exp(−πn2ε)

≤ 1 + 2
∞∑
n=1

exp(−πnε) = 1 +
2e−πε

1− e−πε
=

eπε + 1

eπε − 1
,

sup
0<t≤R

∞∑
n=−∞

exp(−πn2

t
) = sup

0<t≤R

(
1 + 2

∞∑
n=1

exp

(
−πn2

t

))

≤ 1 + 2
∞∑
n=1

exp

(
−πn2

R

)
≤ eπ/R + 1

eπ/R − 1

(4) 0 < ε < R ε,R

{z ∈ C; Re z ≥ ε, (Re z−R)2+(Im z)2 ≤ R2} x = Re z, y = Im z

| exp(−πn2z)| = exp(−πn2x) ≤ exp(−πn2ε),∣∣exp(−πn2

z

) ∣∣ = exp

(
− πn2x

x2 + y2

)
≤ exp

(
−πn2

2R

)

x > 0, y ∈ R

− x

x2 + y2
≤ − 1

2R
⇐⇒ 1

2R
≤ x

x2 + y2

⇐⇒ x2 + y2 ≤ 2Rx

⇐⇒ (x−R)2 + y2 ≤ R2

(4)

{z ∈ C; Re z > 0} =
∞⋃
n=1

{z ∈ C; Re z ≥ 1

n
, (Re z − n)2 + (Im z)2 ≤ n2}
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(3) (4)

1 (5),(6) (5),(6)

z ∈ C \ Z

f(z) =
1

exp(2πiz)− 1

n−1∑
k=0

exp

(
2πi

n
(z + k)2

)

(1) z ∈ C \ Z

f(z + 1)− f(z) = e2πiz
2/n(e2πiz + 1)

(2) r ∈ [2n,∞)

sup
|t|≤1/2

|f(t±
√
2eπi/4r)| ≤ en

e− 1
exp

(
− 2π

n
r2
)

(3) r ∈ (n,∞)

∣∣∣∫ r

−r

(
f

(
1

2
+
√
2eπi/4s

)
− f

(
−1

2
+ (

√
2eπi/4s)

))
ds

− (1 + (−i)n)

∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(
√
2eπi/4s)2

)
ds
∣∣∣ ≤ n exp

(
− 2π

n
r2
)

( ) (1)

(exp(2πiz)− 1)(f(z + 1)− f(z)) =
n−1∑
k=0

(
exp

(
2πi

n
(z + 1 + k)2

)
− exp

(
2πi

n
(z + k)2

))

= exp

(
2πi

n
(z + n)2

)
− exp

(
2πi

n
z2
)

= exp

(
2πi

n
z2
)(

exp

(
2πi

n
(z + n)2 − 2πi

n
z2
)
− 1

)

= exp

(
2πi

n
z2
)(

exp

(
2πi

n
(2nz + n2)

)
− 1

)

= exp

(
2πi

n
z2
)
(exp(4πiz)− 1)

= exp

(
2πi

n
z2
)
(exp(2πiz) + 1)(exp(2πiz)− 1)
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exp(2πiz)− 1 �= 0 (1)

(2) t, r ∈ R

exp(2πi(t±
√
2eπi/4r)) = exp(2πi(t± (1 + i)r)) = exp(2πi(t± r)∓ 2πr)

r ≥ 1/2π

| exp(2πi(t+
√
2eπi/4r))− 1| ≥ 1− | exp(2πi(t+

√
2eπi/4r))|

= 1− e−2πr

≥ 1− e−1 = (e− 1)/e,

| exp(2πi(t−
√
2eπi/4r))− 1| ≥ | exp(2πi(t−

√
2eπi/4r))| − 1

= e2πr − 1 ≥ e− 1

0 ≤ k ≤ n− 1 k ∈ Z t ∈ [−1/2, 1/2]

(t±
√
2eπi/4r + k)2 = (t± (1 + i)r + k)2

= (t± r + k)2 ± 2ir(t± r + k)− r2

r ≥ 2(k + 1)∣∣∣∣exp
(
2πi

n
(t±

√
2eπi/4r + k)2

)∣∣∣∣ = exp

(
∓4π

n
r(t± r + k)

)

= exp

(
−4π

n
r2

(
1± t+ k

r

))
≤ exp

(
−2π

n
r2
)

r ≥ 2(k + 1)

sup
|t|≤1/2

∣∣∣∣t+ k

r

∣∣∣∣ = 1
2
+ k

r
=

2k + 1

2r
,

4

(
1± t+ k

r

)
≥ 4

(
1− 2k + 1

2r

)

=
4(2r − (2k + 1))

2r

≥ 4(r + (2k + 2)− (2k + 1))

2r
=

4(r + 1)

2r
≥ 2
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(3) (1)

f

(
1

2
+
√
2eπi/4s

)
− f

(
1

2
+
√
2eπi/4s

)

= exp

(
2πi

n

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)(

exp

(
2πi

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

))
+ 1

)

= exp

(
2πi

n

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)

+ exp

(
2πi

n

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)2

+ 2πi

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

))

= exp

(
2πi

n

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)

+ exp

(
2πi

n

((
n

2
+

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

))2

− n2

4

))

= exp

(
2πi

n

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)

+ exp

(
2πi

n

(
n

2
− 1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)
exp

(
−nπi

2

)

= exp

(
2πi

n

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)

+ (−i)n exp

(
2πi

n

(
n− 1

2
+
√
2eπi/4s

)2
)

(3) (a = −1
2
, n−1

2
):

r ≥ 2|a| a, r ∈ R∣∣∣∣
∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(a+

√
2eπi/4s)2

)
ds−

∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(
√
2eπi/4s)2

)
ds

∣∣∣∣ ≤ 2|a| exp
(
−2π

n
r2
)

/ 4
2

i
e r

/4
2

i
e r a

/ 4
2

i
e r a

/ 4
2

i
e r

r a

ia

ir

ir

ir

i

i

1 a r

D

01

1 ( a > 0 )

C � z �→ exp
(
2πi
n
z2
) ∈ C

D = {z ∈ C; Re z − a < Im y < Re z,

−r < Im y < r}
C = ∂D

0 =

∫
C

exp

(
2πi

n
z2
)
dz

=

∫ a

0

exp

(
2πi

n
(t−

√
2eπi/4s)2

)
ds

+

∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(a+

√
2eπi/4s)2

)
2eπi/4ds

−
∫ a

0

exp

(
2πi

n
(t+

√
2eπi/4r)2

)
dt

−
∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(
√
2eπi/4s)2

)
2eπi/4ds

(2)∣∣∣∣exp
(
2π

n
(t+

√
2eπi/4r)2

)∣∣∣∣ = exp

(
∓4π

n
r(t± r)

)
≤ exp

(
−2π

n
r2
)
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∓ rt−r2 ≤ −r2

2
⇔ r2

2
±rt ≥ 0 ⇔ r

2
(r±2t) ≥ 0

r ≥ 2|a| ≥ ±2t

∣∣∣∣
∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(a+

√
2eπi/4s)2

)
ds−

∫ r

−r

exp

(
2πi

n
(
√
2eπi/4s)2

)
ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
∫ a

0

exp

(
2πi

n
(t+

√
2eπi/4r)2

)
dt−

∫ a

0

exp

(
2πi

n
(t−

√
2eπi/4r)2

)
dt

∣∣∣∣
≤ 2|a| exp

(
−2π

n
r2
)

D

0

/4
2 1/ 2

i
e r

/4
2 1 / 2

i
e r

ri

1

2
i

1/ 2r 1/ 2r 1/ 2

1

2
i

1/ 2 1/ 2r 1/ 2r

ri

/4
2 1 / 2

i
e r

/4
2 1/ 2

i
e r

2

(3)

(5)

D = {z ∈ C; Re z− 1
2
< Im z < Rez+ 1

2
,

−r < Im z < r} f : C \Z → C

f D \ {0}

Res0 f = lim
z→0

zf(z) =
1

2πi

n−1∑
k=0

exp

(
2πi

n
k2

)

f D C = ∂D

2πi Res0 f =

∫
C

f(z)dz

=

∫ 1/2

−1/2

f(t−
√
2eπi/4r)dt+

∫ r

−r

f

(
1

2
+
√
2eπi/4s

)√
2eπi/4ds

−
∫ 1/2

−1/2

f(t+
√
2eπi/4r)dt−

∫ r

−r

f

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

)√
2eπi/4ds
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n−1∑
k=0

exp

(
2π

n
k2

)
− 1 + (−1)n

1− i

√
n

π

∫ 2
√

π
n
r

−2
√

π
n
r

exp(−x2)dx

=

∫ 1/2

−1/2

(f(t−
√
2eπi/4r)− f(t+

√
2eπi/4r))dt

+
√
2eπi/4 (

∫ r

−r

(
f

(
1

2
+
√
2eπi/4s

)
− f

(
−1

2
+
√
2eπi/4s

))
ds

− (1 + (−1)n)

∫ r

−r

exp

(
−4π

n
s2
)
ds )

1 (2) (3)

∣∣∣∣
n−1∑
k=0

exp

(
2πi

n
k2
)
− 1 + (−1)n

1− i

√
n

π

∫ 2
√

π
n
r

−2
√

π
n
r
exp(−x2)dx

∣∣∣∣
≤ sup

|t|≤1/2
|f(t−

√
2eπi/4r)|+ sup

|t|≤1/2
|f(t+

√
2eπi/4r)|

+
√
2

∣∣∣∣
∫ r

−r

(
f

(
1

2
+

√
2eπi/4s

)
− f

(
−1

2
+

√
2eπi/4s

))
ds− (1 + (−1)n)

∫ r

−r
exp

(
2πi

n
(
√
2eπi/4s)2

)
ds

∣∣∣∣
≤

(
2e

e− 1
+

√
2

)
n exp

(
−2π

n
r2
)

r → ∞ (5)

t > 0, z ∈ C \ Z

f(z) =
1

exp(2πz)− 1
exp(−πtz2)

(1) lim
r→∞

sup
y∈R

exp(−πty2)

∣∣∣∣
∫ r

−r

exp(−πt(x+ iy)2)dx−
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣ = 0

(2) lim
r→∞

∫ r

−r

f(x+ i)dx = −
(∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

) ∞∑
n=0

exp(−πn2/t)

(3) lim
r→∞

∫ r

−r

f(x− i)dx =

(∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

) ∞∑
n=1

exp(−πn2/t)
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0

Im z

Re z

r

y

D

r

(1) y > 0

y < 0

C � z �→ exp(−πtz2) ∈ C

D = {z ∈ C; 0 < Im z < y, −r < Re z < y}
C = ∂D

0 =

∫
C
exp(−πtz2)dz

=

∫ r

−r
exp(−πtx2)dx+

∫ y

0
exp(−πt(r + is)2)ds−

∫ r

−r
exp(−πt(x+ iy)2)dx−

∫ y

0
exp(−πt(−r + is)2)ds

∫ y

0

| exp(−πt(±r + is)2)|ds = exp(−πtr2)

∫ y

0

exp(πts2)ds

r → ∞∣∣∣∣
∫ r

−r

exp(−πt(x+ iy)2)dy −
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣
∫ r

−r

exp(−πt(x+ iy)2)dy −
∫ r

−r

exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣+
∫
|x|>r

exp(−πtx2)dx

≤ 2 exp(−πtr2)

∫ y

0

exp(πts2)ds+ 2

∫ ∞

r

exp(−πtx2)dx

→ 0

R > r > 0

exp(−πty2)

∣∣∣∣
∫ R

−R

exp(−πt(x+ iy)2)dx−
∫ r

−r

exp(−πt(x+ iy)2)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
(∫ −r

−R

+

∫ R

r

)
exp(−πtx2 − 2iπtxy)dx

∣∣∣∣
≤

(∫ −r

−R

+

∫ R

r

)
exp(−πtx2)dx = 2

∫ R

r

exp(−πtx2)dx

R → ∞

exp(−πty2)

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
exp(−πt(x+ iy)2)dx−

∫ r

−r

exp(−πt(x+ iy)2)dx

∣∣∣∣
≤ 2

∫ ∞

r

exp(−πtx2)dx
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r → ∞

sup
y>0

exp(−πty2)

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx−

∫ r

−r

exp(−πt(x+ iy)2)dx

∣∣∣∣
≤ 2

∫ ∞

r

exp(−πtx2)dx

→ 0

(2) z = x+ i, x ∈ R

| exp(2πiz)| = | exp(2πi(x+ i))| = | exp(2πix− 2π)| = exp(−2π) < 1

f(x+ i) =
1

exp(2πi(x+ i))− 1
exp(−πt(x+ i)2)

= −
∞∑
n=0

exp(2nπi(x+ i)) exp(−πt(x+ i)2)

= −
∞∑
n=0

exp

(
−πt

(
x+ i− i

n

t

)2
)
exp

(
−π

n2

t

)

x R∫ r

−r

f(x+ i)dx

= −
∞∑
n=0

exp

(
−π

n2

t

)∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i− i

n

t

)2
)
dx

= −
∞∑
n=0

[
exp

(
−πt

(
1− n

t

)2
)∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i− i

n

t

)2
)
dx

]
exp(πt− 2πn)

(1)

lim
r→∞

sup
n≥0

exp

(
−πt

(
1− n

t

)2
) ∣∣∣∣

∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i

(
1− n

t

))2
)
dx−

∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣ = 0
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lim
r→∞

∣∣∣∣
∫ r

−r
f(x+ i)dx+

∞∑
n=0

[
exp

(
−πt

(
1− n

t

)2
)∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

]
exp(πt− 2πn)

∣∣∣∣
= lim

r→∞

∣∣∣∣
∞∑
n=0

[
exp

(
−πt

(
1− n

t

)2
)(∫ r

−r
exp

(
−πt

(
x+ i

(
1− n

t

))2
)
dx

−
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

)]
exp(πt− 2πn)

∣∣∣∣
≤ lim

r→∞ sup
n≥0

exp

(
−πt

(
1− n

t

)2
)∣∣∣∣

∫ r

−r
exp

(
−πt

(
x+ i

(
1− n

t

))2
)
dx

−
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣ ·
∞∑
n=0

exp(πt− 2πn)

= 0

(2)

(3) z = x− i, x ∈ R

| exp(−2πiz)| = | exp(−2πi(x− i))| = | exp(−2πix− 2π)| = exp(−2π) < 1

f(x− i) =
1

exp(2πi(x− i))− 1
exp(−πt(x− i)2)

=
exp(−2πi(x− i))

1− exp(−2πi(x− i))
exp(−πt(x− i)2)

= exp(−2πi(x− i))
∞∑
n=0

exp(−2nπi(x− i)) exp(−πt(x− i)2)

=
∞∑
n=1

exp(−2nπi(x− i)) exp(−πt(x− i)2)

=
∞∑
n=1

exp

(
−πt

(
x− i+ i

n

t

)2
)
exp

(
−π

n2

t

)

x R∫ r

−r

f(x− i)dx =
∞∑
n=1

exp

(
−π

n2

t

)∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x− i+ i

n

t

)2
)
dx

=
∞∑
n=1

[
exp

(
−πt

(n
t
− 1

)2
)∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i

(n
t
− 1

))2
)
dx

]
exp(πt− 2πn)

(1)

lim
r→∞

sup
n≥1

exp

(
−πt

(n
t
− 1

)2
) ∣∣∣∣

∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i

(n
t
− 1

))2
)
dx−

∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣ = 0
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lim
r→∞

∣∣∣∣
∫ r

−r

f(x− i)dx−
∞∑
n=1

[
exp

(
−πt

(n
t
− 1

)2
)∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

]
exp(πt− 2πn)

∣∣∣∣
= lim

r→∞

∣∣∣∣
∞∑
n=1

[
exp

(
−π

t

(n
t
− 1

)2
)(∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i

(n
t
− 1

))2
)
dx

−
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

)]
exp(πt− 2πn)

∣∣∣∣
≤ lim

r→∞
sup
n≥1

exp

(
−π

t

(n
t
− 1

)2
) ∣∣∣∣

∫ r

−r

exp

(
−πt

(
x+ i

(n
t
− 1

))2
)
dx

−
∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx

∣∣∣∣ ·
∞∑
n=1

exp(πt− 2πn)

= 0

(3)

0

i

D

12 1 2 N 1NN1N

i

(6) 2

f : C \ Z � z �→ exp(−πtz2)

exp(2πiz)− 1
∈ C

Z

m ∈ Z

Resm f = lim
z→m

(z −m)
exp(−πtz2)

exp(2πiz)− 1

= lim
z→m

(z −m)
exp(−πtz2)

exp(2πiz)− exp(2πim)
=

exp(−πtm2)

2πi exp(2πim)

=
exp(−πm2t)

2πi

N ∈ Z>0 f

D =

{
z ∈ C;−1 < Im z < 1, −N − 1

2
< Re z < N +

1

2

}

C = ∂D

2πi
N∑

m=−N

Resm f =

∫
C

f(z)dz

=

∫ N+1/2

−N−1/2

f(x− i)dx+

∫ 1

−1

f

(
N +

1

2
+ is

)
ds−

∫ N+1/2

−N−1/2

f(x+ i)dx−
∫ 1

−1

f(−N − 1

2
+ is)ds

11



z = ± (
N + 1

2

)
+ is, s ∈ [−1, 1]

1− exp(2πiz) = 1− exp(±(2N + 1)πi) exp(−2πs)

= 1 + exp(−2πs) ≥ 1

∣∣∣∣f
(
±
(
N +

1

2

)
+ is

)∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣exp

(
−πt

(
±
(
N +

1

2

)
+ is

)2
)∣∣∣∣∣

= exp

(
−πt

(
N +

1

2

)2
)
exp(πts2)

N → ∞
∣∣∣∣
∫ 1

−1

f

(
±
(
N +

1

2

)
+ is

)
ds

∣∣∣∣ ≤ exp

(
−πt

(
N +

1

2

)2
)∫ 1

−1

exp(πts2)ds

0 2 (2) (3) N → ∞
∞∑

n=−∞
exp(−πn2t) =

∫ ∞

−∞
exp(−πtx2)dx ·

( ∞∑
n=1

exp

(
−πn2

t

)
+

∞∑
n=0

exp

(
−πn2

t

))

(6)

[ ]

R. B. Burckel, An Introduction to Classical Complex Analysis,

Vol.1, Pure and Applied Mathematics 82, Academic Press.
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