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“I saw the crescent. You saw the Whole of the Moon.”

Mike Scott, The Whole of the Moon

n次元ユークリッド空間R
nに於ける (n− 1)次元単位球面 Sn−1 = {x ∈ R

n; |x| = 1}上の積分表示
に就いて、単位球面の典型的な認識方法に従って述べ、対応する面積要素の変換則を纏めて置こう。

１．単位球面の媒介変数に依る表示方法　

単位球面の媒介変数表示方法として典型的と思われるのは次の 4つである：

I. 極座標表示　

n次元極座標として (r, θ1, · · · , θn−1) ∈ R
nに対し

Φn(r, θ1, · · · , θn−1)

= (r cos θ1, r sin θ1 cos θ2, · · · , r(
j−1∏
k=1

sin θk) cos θj, · · · , r(
n−1∏
k=1

sin θk) cos θn−1, r
n−1∏
k=1

sin θk)

と置いて定まる写像Φn : Rn → R
nを考える。定義よりΦn ∈ C∞(Rn;Rn)であり

Φn([0,∞)× [0, π]n−2 × [0, 2π)) = R
n,

Φn((0,∞)× [0, π]n−2 × [0, 2π)) = R
n \ {0},

Φn({1} × [0, π]n−2 × [0, 2π)) = Sn−1

となる事が従う。よって

Φ(1, ·) : [0, π]n−2 × [0, 2π) � (θ1, · · · , θn−1) �→ Φn(1, θ1, · · · , θn−1) ∈ Sn−1

は Sn−1の一つの媒介変数表示を与える。

II. 回転体表示　

単位球面は原点を通る任意の直線を軸として回転しても不変であり、その軸に垂直に切断した切
片は（一次元低い）球面を成す。その事情を具体的に記述する為に回転軸を第１座標軸とし単位球
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面をを切断する点を (ρ, 0, · · · , 0) ∈ [−1, 1] × R
n−1としよう。このとき垂直に切断された切片 Sρは

{0} × R
n−1 ⊂ R

n内で

Sρ = {ξ ∈ R
n ; ξ · (ρ, 0, · · · , 0) = 0, |ξ|2 + ρ2 = 1}

= {ξ ∈ R
n ; ξ22 + · · ·+ ξn2 = 1− ρ2}

= {(0, (1− ρ2)1/2ω′) ∈ R
n;ω′ ∈ Sn−2}

と表される。そこで Sn−1 =
⋃

ρ∈[−1,1]

{(ρ, 0, · · · , 0)} × Sρと見做し、写像

Θ : [−1, 1]× Sn−2 � (ρ, ω′) �→ (ρ, (1− ρ2)1/2ω′) ∈ Sn−1

を定めると x = (x1, x2, · · · , xn) = (x1, x
′)に対し

Θ−1(x1, x
′) =

{
(x1, (1− x2

1)
−1/2x′), x1 ∈ (−1, 1),

(±1, 0), x1 = ±1

となりΘは Sn−1と直積空間 [−1, 1]× Sn−2との同相写像を与える事となる。

III. グラフ表示　

単位球面は第１座標軸にグラフ化すると

Sn−1 = Sn−1
+ ∪ Sn−1

− ∪ {(0, x′) ∈ {0} × R
n−1; |x′| = 1},

Sn−1
± = {(±(1− |x′|2)1/2, x′) ∈ R

n; x′ ∈ Bn−1},
Bn−1 = {x′ = (x2, · · · , xn) ∈ R

n−1; x2
2 + · · ·+ x2

n < 1}

と表示する事が出来る。写像

Ψ± : Bn−1 � x′ �→ (±(1− |x′|2)1/2, x′) ∈ Sn−1
±

は同相写像であり (n− 1)次元単位球Bn−1をパラメタ空間として単位半球面Sn−1
± のグラフ表示を与

える。

IV. 立体射影表示　

単位球面は第１座標軸に北極 (1, 0, · · · , 0)又は南極 (−1, 0, · · · , 0)を置いたリーマン球面と見做し
R

n−1の一点コンパクト化として立体射影表示される。南極表示を取り
x′ = (x2, · · · , xn) ∈ R

n−1に対し

Ψ(x′) =
(
1− |x′|2
1 + |x′|2 ,

2x2

1 + |x′|2 , · · · ,
2xn

1 + |x′|2
)

と置くとΨ ∈ C∞(Rn−1 : Rn−1)であり任意の (y1, · · · , yn) ∈ Sn−1 \ {(−1, 0, · · · , 0)} に対し

Ψ

(
y2

1 + y1
, · · · , yn

1 + y1

)
= (y1, · · · , yn)
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となるのでΨはR
n−1から Sn−1 \ {−1, 0, · · · , 0)}への同相写像である。

２. 単位球面上の積分表示　

前節のパラメタ表示に基づく単位球面上の積分を考えよう。以下 σは単位球面上のルベーグ測度
とする。

定理１　 n ≥ 2とする。任意の f ∈ L1(Sn−1;C)に対し次は同値である。　

I. 極座標座示　∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω) =

∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

f(Φn(1, θ1, · · · , θn−1))Jn(θ1, · · · , θn−1)dθ1 · · · dθn−1　 (1)

ここに J2 ≡ 1, n ≥ 3に対し

Jn(θ1, · · · , θn−1) =
n−2∏
j=1

(sin θj)
n−1−j

とする。

II. 回転体表示　∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω) =

∫ 1

−1

(1− ρ2)(n−3)/2(

∫
Sn−2

f(ρ, (1− ρ2)1/2ω′)dσ(ω′))dρ, n ≥ 3

∫
S1

f(ω)dσ(ω) =

∫ 1

−1

(1− ρ2)−1/2(f(ρ, (1− ρ2)1/2) + f(ρ,−(1− ρ2))dρ, n = 2 (2)

III. グラフ表示　∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω) =

∫
Bn−1

(f((1− |x′|2)1/2, x′) + f(−(1− |x′|2)1/2, x′))(1− |x′|2)−1/2dx′ (3)

IV. 立体射影表示　∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω) =

∫
Rn−1

f

(
1− |x′|2
1 + |x′|2 ,

2x2

1 + |x′|2 , · · · ,
2xn

1 + |x′|2
)(

2

1 + |x′|2
)n−1

dx′ (4)

定理１の系　 g ∈ L1(R;C), n ≥ 2, x ∈ R
nに対し　

∫
Sn−1

g(x · ω)dσ(ω) = 2π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2)

∫ 1

−1

g(|x|ρ)(1− ρ2)(n−3)/2dρ (5)

第 5節で定理１の証明を与える。第 3節及び第 4節では夫々n = 2及び n = 3の場合を考える。
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３．１次元の場合　

１次元単位球面とは単位円周の事であり

S1 = {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 = 1}

= {(cos θ, sin θ) ∈ R
2; 0 ≤ θ < 2π}

= {(ρ,±(1− ρ2)1/2) ∈ R
2;−1 ≤ ρ ≤ 1}

= {(±(1− s2)1/2, s) ∈ R
2;−1 ≤ s ≤ 1}

= {(1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2
) ∈ R

2; t ∈ R}

と表される。ρ = cos θとすると sin θ = ±(1− ρ2)1/2であり dθ = − 1
sin θ

dρであるから
∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ)dθ =

∫ π

0

f(cos θ, sin θ)dθ +

∫ 2π

π

f(cos θ, sin θ)dθ

= −
∫ −1

1

f(ρ, (1− ρ2)1/2)(1− ρ2)−1/2dρ

+

∫ 1

−1

f(ρ,−(1− ρ2)1/2)(1− ρ2)−1/2dρ

=

∫ 1

−1

(f(ρ, (1− ρ2)1/2) + f(ρ,−(1− ρ2)1/2)) · (1− ρ2)−1/2dρ

となり (1)と (2)の同値性が従う。s = sin θとすると cos θ = ±(1− s2)1/2であり dθ = 1
cos θ

dsである
から∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ)dθ =

∫ π/2

−π/2

f(cos θ, sin θ)dθ +

∫ 3π/2

π/2

f(cos θ, sin θ)dθ

=

∫ 1

−1

f((1− s2)1/2, s)(1− s2)−1/2ds−
∫ −1

1

f(−(1− s2)1/2, s)(1− s2)−1/2ds

=

∫ 1

−1

(f((1− s2)1/2, s) + f(−(1− s2)1/2, s))(1− s2)−1/2ds

となり (1)と (3)の同値性が従う。cos θ = 1−t2

1+t2
とすると sin θ = 2t

1+t2
であり dθ = 2

1+t2
dtであるから

∫ 2π

0

f(cos θ, sin θ)dθ =

∫ ∞

−∞
f

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
2

1 + t2
dt

となり (1)と (4)の同値性を得る。これは三角函数（或いは円）の有理化として良く知られたもので
あり t = tan(θ/2),−π < θ < πなる変数変換によるものである。実軸Rを xy平面の y軸として考え
その一点コンパクト化を、南極 (−1, 0)を無限遠点として付け加えたリーマン球面と見做したものが
単位円周 S1であると云う事情を反映した等式であると考えられる。
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４．２次元の場合　

２次元単位球面を極座標表示すると

S2 = {(cos θ, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ) ∈ R
3; 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π}

となる。ここに天頂角は x軸から、方位角は yz平面から取っており通常の球座標とは異なっている
事に注意する。さて ρ = cos θとすると∫ 2π

0

∫ π

0

f(cos θ, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ) sin θdθdϕ

　

=

∫ −1

1

(

∫ 2π

0

f(ρ, (1− ρ2)1/2 cosϕ, (1− ρ2)1/2 sinϕ)dϕ)(−dρ)

　

=

∫ 1

−1

(

∫
S1

f(ρ, (1− ρ2)1/2)ω′)dσ(ω′))dρ

となり (1)と (2)の同値性を得る。上の等式で r = sin θと置くと dθ = 1
cos θ

drであるから∫ 2π

0

∫ π

0

f(cos θ, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ) sin θdθdϕ

=

∫ π/2

0

(

∫ 2π

0

f((1− sin2 θ)1/2, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ)dϕ) sin θdθ

　+

∫ π

π/2

(

∫ 2π

0

f(−(1− sin2 θ)1/2, sin θ cosϕ, sin θ sinϕ)dϕ) sin θdθ

=

∫ 1

0

(

∫ 2π

0

f((1− r2)1/2, r cosϕ, r sinϕ)dϕ)r(1− r2)−1/2dr

+

∫ 1

0

(

∫ 2π

0

f(−(1− r2)1/2, r cosϕ, r sinϕ)dϕ)r(1− r2)−1/2dr

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(f((1− r2)1/2, r cosϕ, r sinϕ) + f(−(1− r2)1/2, r cosϕ, r sinϕ)) · (1− r2)−1/2rdϕdr

=

∫
B2

(f((1− |x′|2)1/2, x′) + f(−(1− |x′|2)1/2, x′))(1− |x′|2)−1/2dx′

となり (1)と (3)の同値性を得る。最後に

t =
sin θ cosϕ

1 + cos θ
, s =

sin θ sinϕ

1 + cos θ
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と置くと

cos θ =
1− t2 − s2

1 + t2 + s2 ,
sin θ =

2(t2 + s2)1/2

1 + t2 + s2 ,
cosϕ =

t

(t2 + s2)1/2 ,
sinϕ =

s

(t2 + s2)1/2

∂θ

∂t
=

1

sin θ
· 4t

(1 + t2 + s2)2
=

2t

(t2 + s2)1/2(1 + t2 + s2)

∂θ

∂s
=

1

sin θ
· 4s

(1 + t2 + s2)2
=

2s

(t2 + s2)1/2(1 + t2 + s2)

∂ϕ

∂t
= − 1

sinϕ
· s2

(t2 + s2)3/2
= − s

t2 + s2

∂ϕ

∂s
=

1

sinϕ
· st

(t2 + s2)3/2
=

t

t2 + s2

∂(θ, ϕ)

∂(t, s)
=

∂θ

∂t

∂ϕ

∂s
− ∂θ

∂s

∂ϕ

∂t
=

2

(t2 + s2)1/2(1 + t2 + s2)

であるから ∫ 2π

0

∫ π

0

f(cos θ sin θ cosϕ, sin θ sinϕ) sin θdθdϕ

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f

(
1− t2 − s2

1 + t2 + s2
,

2t

1 + t2 + s2
,

2s

1 + t2 + s2

)
2(t2 + s2)1/2

1 + t2 + s2

∣∣∣∣∂(θ, ϕ)∂(t, s)

∣∣∣∣ dtds

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f

(
1− t2 − s2

1 + t2 + s2
,

2t

1 + t2 + s2
,

2s

1 + t2 + s2

)
4

(1 + t2 + s2)2
dtds

となり (1)と (4)の同値性を得る。

５．定理１の証明　

この節では n ≥ 3として考える。n− 1の場合の等式から nの場合の等式を導こう。

Φn(1, θ1, · · · , θn−1) = (cos θ1, sin θ1 · Φn−1(1, θ2, · · · , θn−1))

Jn(θ1, · · · , θn−2) = (sin θ1)
n−2Jn−1(θ2, · · · , θn−2)

なる関係に注意し ρ = cos θ1とすると
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∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

f(Φn(1, θ1, · · · , θn−1))Jn(θ1, · · · , θn−2)dθ1 · · · dθn−1

=

∫ π

0

[∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

f(cos θ1, sin θ1Φn−1(1, θ2, · · · , θn−1))Jn−1(θ2, · · · , θn−2)dθ2 · · · dθn−1

]
· (sin θ1)n−2dθ1

　

=

∫ 1

−1

[∫ 2π

0

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

f(ρ, (1− ρ2)1/2Φn−1(1, θ2, · · · , θn−1))Jn−1(θ2, · · · , θn−2)dθ2 · · · dθn−1

]
· (1− ρ2)

n−2
2 (1− ρ2)−

1
2dρ

=

∫ 1

−1

[∫
Sn−2

f(ρ, (1− ρ2)1/2ω′)dσ(ω′)
]
(1− ρ2)(n−3)/2dρ

となり (1)と (2)の同値性が従う。最後の積分で ρ = cos θ1としてから sin θ1 = rとすると∫ π

0

[∫
Sn−2

f(cos θ1, sin θ1 · ω′)dσ(ω′)
]
(sin θ1)

n−2dθ1

=

∫ π/2

0

[∫
Sn−2

f(1− sin2 θ1)
1/2, sin θ1 · ω′)dσ(ω′)

]
(sin θ1)

n−2dθ1

+

∫ π

π/2

[∫
Sn−2

f(−(1− sin2 θ1))
1/2, sin θ1 · ω′)dσ(ω′)

]
(sin θ1)

n−2dθ1

=

∫ 1

0

[∫
Sn−2

f((1− r2)1/2, rω′)dσ(ω′)
]
rn−2(1− r2)−1/2dr

+

∫ 1

0

[∫
Sn−2

f(−(1− r2)1/2, rω′)dσ(ω′)
]
rn−2(1− r2)−1/2dr

=

∫
Bn−1

(f((1− |x′|2)1/2, x′) + f(−(1− |x′|2)1/2, x′))(1− |x′|2)−1/2dx′

となり (2)(3)の同値性が従う。最後に (3)と (4)の同値性を直接示そう。記号を簡単にする為に n− 1

を nとして f ∈ L1(S2 : C)に対して等式∫
Rn

f

(
1− |x|2
1 + |x|2 ,

2x1

1 + |x|2 , · · · ,
2xn

1 + |x|2
)(

2

1 + |x|2
)n

dx

=

∫
Bn

(f((1− |y|2)1/2, y) + f(−(1− |y|2)1/2, y))(1− |y|2)−1/2dy
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を示せば良い。x ∈ R
nに対し y = 2x

1+|x|2 と置くと

1− |y|2 = 1− 4|x|2
(1 + |x|2)2 =

(1− |x|2)2
(1 + |x|2)2

であるから y ∈ R
nとなり

1− |x|2
1 + |x|2 =

{
(1− |y|2)1/2, |x| ≤ 1

−(1− |y|2)1/2, |x| > 1

なる関係が従う。x ∈ R
nを縦ベクトルで txを横ベクトルとし xtxを n次正方行列 (xixj)1≤i,j≤nと見

做せば変数変換 x �→ yに対するヤコビ行列は (Iを n次単位行列として)

∂y

∂x
=

2

1 + |x|2 I −
4

(1 + |x|2)2x
tx =

2

1 + |x|2
(
I −

((
2

1 + |x|2
)1/2

x

)t ((
2

1 + |x|2
)1/2

x

))

と表される。一般に ξ ∈ R
nに対して

det(I − ξtξ) = 1− |ξ|2

となる事は Tξ = t(|ξ|, 0, · · · , 0)なる T ∈ O(n)を取り、等式

I − ξtξ = tT (I − (Tξ)t(Tξ))T

を用いれば従うので変数変換 x �→ yのヤコビ行列式は

det

(
∂y

∂x

)
=

(
2

1 + |x|2
)n (

1− 2

1 + |x|2 |x|
2

)
=

(
2

1 + |x|2
)n

1− |x|2
1 + |x|2

と表される。故に∣∣∣∣det
(
∂x

∂y

)∣∣∣∣ =
(

2

1 + |x|2
)−n ∣∣∣∣1 + |x|2

1− |x|2
∣∣∣∣ =

(
2

1 + |x|2
)−n

(1− |y|2)−1/2

となり ∫
Rn

f

(
1− |x|2
1 + |x|2 ,

2x1

1 + |x|2 , · · · ,
2xn

1 + |x|2
)(

2

1 + |x|2
)n

dx =

∫
|x|≤1

+

∫
|x|>1

=

∫
Bn

(f((1− |y|2)1/2, y) + f(−(1− |y|2)1/2, y))(1− |y|2)−1/2dy

が従う。

６．定理１の系の証明と応用例　

(5)の左辺はx ∈ R
nの長さ |x|にのみ依存しR

nの回転に就いて不変である。実際、任意のT ∈ O(n)

に対し ∫
Sn−1

g(Tx · ω)dσ(ω) =
∫
Sn−1

g(x · tTω)dσ(ω) =

∫
Sn−1

g(x · ω)dσ(ω)
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となるからである。
そこで任意の x ∈ R

nに対し Tx = (|x|, 0, · · · , 0)なる T ∈ O(n)を取ると∫
Sn−1

g(x · ω)dσ(ω) =
∫
Sn−1

g(Tx · ω)dσ(ω) =
∫
Sn−1

g(|x|ω1)dσ(ω)

=

∫ 1

−1

(1− ρ2)(n−3)/2(

∫
Sn−2

g(|x|ρ)dσ(ω′))dρ

=

∫ 1

−1

(1− ρ2)(n−3)/2g(|x|ρ)σ(Sn−2)dρ

となり Sn−2の表面積は σ(Sn−2) = 2π(n−1)/2/Γ((n− 1)/2)で与えられるので (5)が従う。

定理１の系の応用として次の等式∫
Sn−1

f(|x+ tω|)dσ(ω) = 4π
n−1
2

(2|x|t)n−2 Γ(n−1
2
)

∫ |x|+t

||x|−t|
ρf(ρ)g(ρ; |x|, t)dρ (6)

を示そう。ここに x ∈ R
n \ {0}, t > 0, n ≥ 2,

g(ρ; |x|, t) = (ρ2 − (|x| − t)2)
n−3
2 ((|x|+ t)2 − ρ2)

n−3
2

とする。さて、被積分函数を

f(|x+ tω|) = f(
∣∣|x|2 + t2 + 2tx · ω∣∣1/2)

と表したとき、右辺の ω依存性は x · ωの形で与えられるので (5)を適用すれば∫
Sn−1

f(|x+ tω|)dσ(ω) = σ(Sn−2)

∫ 1

−1

f(
∣∣|x|2 + t2 + 2t|x|θ)(1− θ2)

n−3
2 dθ

が得られる。さて θ ∈ [−1, 1]に対し

λ(θ) =
∣∣|x|2 + t2 + 2t|x|θ∣∣1/2

と置くと

λ(−1) =
∣∣|x|2 + t2 − 2t|x|∣∣1/2 = ||x| − t| ,

λ(1) =
∣∣|x|2 + t2 − 2t|x|∣∣ = |x|+ t,

λ(θ)λ′(θ) =
1

2

d

dθ
(λ(θ))2 = t|x| > 0

と計算されるから任意の θ ∈ (−1, 1]に対し λ′(θ) > 0となる。これより∫ 1

−1

f(λ(θ))(1− θ − 2)
n−3
2 dθ =

1

t|x|
∫ 1

−1

λ(θ)f(λ(θ))(1− θ2)
n−3
2 λ′(θ)dθ

=
1

t|x|
∫ λ(1)

λ(−1)

ρf(ρ)(1− θ2)
n−3
2 dρ

9



を得る。ここに ρ = λ(θ)とした。さて

ρ2 = λ(θ)2 = |x|2 + t2 + 2t|x|θ ⇐⇒ θ =
ρ2 − |x|2 − t2

2|x|t
より

1− θ2 =
(2|x|t)2 − (ρ2 − |x|2 − t2)2

(2|x|t)2 =
(2|x|t+ ρ2 − |x|2 − t2)(2|x|t− ρ2 + |x|2 + t2)

(2|x|t)2

=
(ρ2 − (|x| − t)2)((|x|+ t)2 − ρ2)

(2|x|t)2

となるので (6)を得る。

７．面積要素の変換則　

この節では定理１を単位球面上の面積要素、即ち n− 1次微分形式

σ =
n∑

j=1

(−1)j−1xjdx1 ∧ ·
j

ˇ· · · · ∧ dxn

の変換則の視点から眺めてみよう。先ず極座標変換Φnに対してR
nの体積要素 dx1 ∧ · · · ∧ dxnは

Φ∗
n(dx1 ∧ · · · ∧ dxn) = rn−1dr ∧ (Φn(1, ·)∗σ)

と変換され単位球面上の n− 1形式 σはΦn(1, ·) : (θ1, · · · , θn−1) �→ Φn(1, θ1, · · · , θn−1)によって

Φn(1, ·)∗σ = Jn(θ1, · · · , θn−1)dθ1 ∧ · · · ∧ dθn−1

と変換される事は良く知られている。次に

Θ : (−1, 1)× Sn−2 � (ρ, ω′) �→ (ρ, (1− ρ2)1/2ω′) ∈ Sn−1

に対しては

Θ∗σ = ρ(−(1− ρ2)−1/2ω2ρdρ+ (1− ρ2)1/2dω2) ∧ · · · ∧ (−(1− ρ2)−1/2ωnρdρ+ (1− ρ2)1/2dωn)

+
n∑

j=2

(−1)j−1(1− ρ2)1/2ωjdρ ∧ (−(1− ρ2)−1/2ω2ρdρ+ (1− ρ2)1/2dω2) ∧ ·
j

ˇ· · · ·

∧ (−(1− ρ2)−1/2ωnρdρ+ (1− ρ2)1/2dωn)

= ρ2(1− ρ2)−1/2+(n−2)/2

n∑
j=2

(−1)j−1ωjdρ ∧ dω2∧
j

ˇ· · · ∧dωn

+ (1− ρ2)(n−1)/2

n∑
j=2

(−1)j−1ωjdρ ∧ dω2∧
j

ˇ· · · ∧dωn

= (1− ρ2)(n−3)/2dρ ∧ (
n∑

j=2

(−1)j−1ωjdω2∧
j

ˇ· · · ∧dωn)

10



となり (−1, 1)上の１形式 (1− ρ2)(n−3)/2dρと Sn−2上の n− 2形式に分解される事が分かる。また

Ψ± : Bn−1 � x′ �→ (±(1− |x′|2)1/2, x′) ∈ Sn−1
±

に対しては x1 = ±(1− |x′|2)1/2, dx1 = ∓(1− |x′|2)−1/2

n∑
j=2

xjdxjより

(Ψ±)∗σ = ± (1− |x′|2)1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn +
n∑

j=2

(−1)j−1xj(∓(1− |x′|2)−1/2

n∑
k=2

xkdxk) ∧ dx2∧
j

ˇ· · · ∧dxn

= ± (1− |x′|2)1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn ∓ (1− |x′|2)−1/2

n∑
j=2

(−1)j−1x2
jdxj ∧ dx2∧

j

ˇ· · · ∧dxn

= ± (1− |x′|2)1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn ± (1− |x′|2)−1/2

n∑
j=2

x2
jdx2∧

j

ˇ· · · ∧dxn

= ± (1− |x′|2)−1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn

を得る。最後に

Ψ : Rn−1 � x′ �→
(
1− |x′|2
1 + |x′|2 ,

2x2

1 + |x′|2 , · · · ,
2xn

1 + |x′|2
)

∈ Sn−1

による σの引き戻しを求める為にR
n−1 \ Sn−2 = B+ ∪B−, B− = Bn−1, B+ = R

n \ (Bn−1 ∪ Sn−2)上
に制限し合成写像

Ψ′
± Ψ±

B∓ −→ Bn−1 → Sn−1
±

∈ ∈ ∈

x′ �−→ 2x′
1+|x′|2 �→ Ψ(x′)

による引き戻しを計算する。簡単の為に y′ = Ψ′
±(x

′) = 2x′
1+|x′|2 と置くと前節の計算によりB±上で

det

(
∂y′

∂x′

)
=

(
2

1 + |x′|2
)n−1

1− |x′|2
1 + |x′|2 = ±

(
2

1 + |x′|2
)n−1

(1− |y′|2)1/2

となるから

dy2 ∧ · · · ∧ dyn = det

(
∂y′

∂x′

)
dx2 ∧ · · · ∧ dxn = ±

(
2

1 + |x′|2
)n−1

(1− |y′|2)1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn

を得る。一方、既に示した通り

(Ψ±)∗σ = ±(1− |x′|2)−1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn

であるからB∓上で

Ψ∗σ = (Ψ± ◦Ψ′
±)

∗σ = (Ψ′
±)

∗(Ψ±)∗σ

= (Ψ′
±)

∗(±(1− |x′|2)−1/2dx2 ∧ · · · ∧ dxn)

= ± (1− |Ψ′
±(x

′)|2)−1/2(Ψ′
±)

∗(dx2 ∧ · · · ∧ dxn)

= ± (1− |y′|2)−1/2dy2 ∧ · · · ∧ dyn

=

(
2

1 + |x′|2
)n−1

dx2 ∧ · · · ∧ dxn

11



を得る。連続性によりこの等式はR
n−1上に拡張される。

８．n次直交群上のハール測度との関係　

この節では単位球面上の積分の座標に依らない方法として、n次直交群O(n)上のハール測度に拠
る積分を考える。

定理２　 n ≥ 2とし O(n)上の右不変な規格化されたハール測度を μとする。このとき任意の f ∈
L1(Sn−1;C) 及び任意の e ∈ Sn−1に対し次の等式が成立つ：

1

σ(Sn−1)

∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω) =

∫
O(n)

f(Te)dμ(T )

(証明)　任意に e ∈ Sn−1及び f ∈ L1(Sn−1)を取り固定する。任意の ω ∈ Sn−1に対し Sω ∈ O(n)が
存在し Sωe = ωが成立つ。任意の T ∈ O(n)に対し∫

Sn−1

f(Tω)dσ(ω) =

∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω)

であり μの右不変性より ∫
O(n)

f(TSωe)dμ(T ) =

∫
O(n)

f(Te)dμ(T )

であるから

1

σ(Sn−1)

∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω) =
1

σ(Sn−1)
μ(O(n))

∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω)

=
1

σ(Sn−1)

∫
O(n)

(∫
Sn−1

f(ω)dσ(ω)

)
dμ(T )

=
1

σ(Sn−1)

∫
O(n)

(∫
Sn−1

f(Tω)dσ(ω)

)
dμ(T )

=
1

σ(Sn−1)

∫
Sn−1

(∫
O(n)

f(Tω)dμ(T )

)
dσ(ω)

=
1

σ(Sn−1)

∫
Sn−1

(∫
O(n)

f(TSωe)dμ(T )

)
dσ(ω)

=
1

σ(Sn−1)

∫
Sn−1

(∫
O(n)

f(Te)dμ(T )

)
dσ(ω) =

∫
O(n)

f(Te)dμ(T )

となり定理が従う。
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